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Abstract: Several key problems in machine learning can be formulated as submodular set
function maximization. We present herein a novel algorithm for maximizing a submodular
set function under a cardinality constraint — the algorithm is based on a cutting-plane
method and is implemented as an iterative small-scale binary-integer linear programming
procedure. It is well known that this problem is NP-hard, and the approximation factor
achieved by the greedy algorithm is the theoretical limit for polynomial time. As for (non-
polynomial time) exact algorithms that perform reasonably in practice, there has been very
little in the literature although the problem is quite important for many applications. Our
algorithm is guaranteed to find the exact solution in finite iterations, and it converges fast in
practice due to the efficiency of the cutting-plane mechanism. Moreover, we also provide a
method that produces successively decreasing upper-bounds of the optimal solution, while
our algorithm provides successively increasing lower-bounds. Thus, the accuracy of the
current solution can be estimated at any point, and the algorithm can be stopped early
once a desired degree of tolerance is met. We evaluate our algorithm on sensor placement
and feature selection applications showing good performance.
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1 序論
機械学習における基本問題の中には，特徴選択や能動

学習などのように，有限な集合の中から，何らかの評価

関数を最大化するような部分集合を選択する事を目的と

するものが数多く存在する．更にそれらの評価関数の多

くは，「劣モジュラ性」と呼ばれる，連続関数における

凸性に対応する性質を持つ集合関数となっている事が知

られている．劣モジュラ性を持つ集合関数は「劣モジュ

ラ関数」と呼ばれ，V を有限集合とするとき，任意の

S, T ⊆ V に対して，f(S)+f(T ) ≥ f(S∩T )+f(S∪T )
を満たす集合関数 f として定義される [2, 4]．代表的な
例としては，エントロピー関数，対称相互情報量，情報

利得関数，グラフ・カット関数などが挙げられ，近年で

は，機械学習問題を劣モジュラ関数最大化問題として扱
∗大阪大学産業科学研究所, 〒 567-0047大阪府茨木市美穂ヶ丘 8-1,

tel. 06-6879-8542, e-mail kawahara@ar.sanken.osaka-u.ac.jp
†東京工業大学数理・計算科学専攻, 〒 152-8552 東京都目黒区大

岡山 2-12-1, e-mail nagano@is.titech.ac.jp
‡産業技術総合研究所 生命情報工学研究センター, 〒 135-0064 東

京都江東区青海 2-42, e-mail koji.tsuda@aist.go.jp
§Dept. of Electriacal Engineering, Washington Univ., 352500

Seattle, WA 98195 USA, e-mail bilmes@u.washington.edu

う研究も見られるようになってきている [7, 11, 22]．
本稿では，次式で表わされるような，サイズ制約下で

の劣モジュラ関数 f の最大化を扱う．

max
S⊆V

f(S) s.t. |S| ≤ k (1)

ここで V = {1, 2, . . . , n}であり，k(≤ n)は正整数であ
る．なお問題 (1)は，極めて一般的な表現であり，多く
の問題をこの形式で表す事が可能である．またこの問

題は，指数関数的に膨大な数の局所解が存在するため，

計算が非常に困難である事が知られている．最適化の

分野では，本問題は NP困難であり，貪欲法により達

成される近似率 (1 − 1/e)(≈ 0.63)が，多項式時間アル
ゴリズムの限界である事が知られている（ただし，正非

減少関数の場合）[18, 3]．最近では，この問題として表
わされる複数の機械学習問題において，貪欲法が有用で

ある事が報告されるようになっている [7, 1, 11, 22]．し
かし機械学習における応用によっては，この近似率より

も最適な解を求めたい場合もある．例えば特徴選択や

センサ配置問題においては，一度選択された特徴や配置

は長期間にわたり利用されるため，選択に多くの時間を



費やしたとしても，より良いものを選択する事が重要と

なる場合も多い．にもかかわらず，劣モジュラ最大化に

関してはこれまで，厳密解に含め，上記の近似解より最

適な解を見つける事を目的とした研究は極めて稀であ

る [16, 14]．一般の非減少劣モジュラ関数に関するもの
は，Nemhauser&Wolseyにより提案されたアルゴリズ
ム [16]が唯一であると言える．しかしこの方法は，後述
のように，一定のサイズより大きい問題に対しては計算

が非効率となってしまう．

本稿では，カッティング・プレイン法に基づき，サイズ

制約下での劣モジュラ最大化問題 (1)を解くための枠組
みを導出し，具体的なアルゴリズムを提案する．提案す

るアルゴリズムは，反復的に線形 2値計画問題（BILP）
を計算する事により実行される．この目的のため本稿で

は，関数の劣モジュラ性を用いて，反復計算の中で，現

在の最良解よりも評価関数の値が改善されない実行領域

を排除する，劣モジュラカットという切断面（最適値に

関する線形な下限）を導出する（従って本稿では，導出

するアルゴリズムを，劣モジュラカット・アルゴリズム

と呼ぶ）．この切断面による反復は，有限回での（厳密

な）最適値への収束を保証すると共に，効率的な探索を

可能とする．更に本稿では，Nemhauser&Wolseyの方
法 [16]を応用して，最適値に関する上限を導出する方法
についても述べる．これにより，現在の最良値の最適性

を評価する事が可能となり，事前に与えた ε > 0に対し
て，厳密解からの誤差が ε以内である事が保証される近

似解（本稿では ε-最適解と呼ぶ）を計算する事が可能と
なる．提案するアルゴリズムでは，反復的に BILP（上
限の計算には混合整数計画問題（MIP））を解く必要が
ある．これらの問題自体も NP困難である事が知られ

ているが，CPLEXなどのソフトウェアを用いて効率的
に計算する事が可能である．

本稿の構成は，以下のようである．まず第 2章では，
本稿で扱う劣モジュラ最大化の，機械学習における例を

簡単に紹介する．そして第 3章では劣モジュラカット・
アルゴリズムを導出し，続く第 4章において実装方法な
どの詳細について述べる．さらに第 5章では，解の上限
を求め，ε-最適解を計算する方法について述べる．最後
に第 6章では，人工データ，及び，実データを用いた検
証実験について述べる.1

2 機械学習における例
上述のように，多くの機械学習問題は，劣モジュラ最

大化問題 (1)として扱うことが可能である．ここでは，

1本稿は，文献 [10]の日本語による概略版となっている．本稿中の
定理等の証明については文献 [10] を参照のこと．

提案する劣モジュラカット・アルゴリズムの動機を明ら

かにするため，その例として，特徴選択を中心として，

いくつか簡単に紹介する．

特徴選択 自然言語処理や遺伝子解析，計算化学など，

非常に高次元な変数を扱う必要がある応用では，特徴

（又は変数）選択は極めて重要な課題として広く認識さ

れている．機械学習では，この問題は下記のような正則

化経験損失関数の最小化として扱われる事が多い [5, 19]．

C(θ) =
1
N

∑N
i=1L(fθ(xi), yi) + Ω(θ)

ここで，関数 f は特徴ベクトル xから出力 y への写像

であり，Lは損失関数，Ωは正則化関数である．単純な
例として，f として線形モデル f(x) = wT x + b，そし

て正則化として一般的なΩ(w) = λ
∑n

i=1 αi|wi|qを考え
る．q = 1の場合はいわゆる lassoである．この場合容
易に分かるように，上記の拘束なし最小化は，次の拘束

条件付き最適化問題と同様である．

min
α

∑N
i=1

1
N

L(f(xi), yi) s.t.
∑p

i=1αi|ωi|q ≤ γ

パラメータ λと γには一対一の関係がある．一方で，例

えば自乗誤差 L(f(x), y) = (y− f(x))2の場合を考える
と，この最小化は，劣モジュラ関数である重相関係数の

2乗値 (V ar(y)− 1
N (y − f(x))2)/V ar(y)の最大化と同

値である事が知られている [1]．従って q = 0の場合，こ
の問題は劣モジュラ最大化 (1)となっている事がわかる．
このように，いわゆる l0正則化の特徴選択は，劣モジュ
ラ最大化 (1)として扱える場合がある．この他にも，し
ばしば自然言語処理の特徴選択に用いられる情報利得関

数など，劣モジュラ性を有する評価関数を用いた l0正
則化による特徴選択は，劣モジュラ最大化として考える

事ができる．よく知られているように l0正則化の特徴
選択は計算が非常に困難であり，本稿で提案するアルゴ

リズムは，その厳密解への一つの効率的なアプローチを

提供する事が可能であると言える．

その他の例 その他にも，近年いくつかの応用的問題が

劣モジュラ最大化として扱われている．例えば，Krause
らによるグループでは，観測の分散をできるだけ小さく

するようなセンサ配置を決める問題を，劣モジュラ最大

化問題として貪欲法に基づくアプローチで取り組んでい

る [9, 11]．この配置に関する評価関数として用いられて
いる分散低減関数2は，上述の劣モジュラ性を満たして

いるため，貪欲法による解が近似的に良い性質を持つ事

が保証される．また，情報の起点になるブログ記事の発

見 [13]，オフラインの能動学習 [7]，またロボットのパス
2第 6.3 節を参照．



表 1: Lovász拡張による ‘連続’と ‘離散’との関係

(discrete) (continuous)

f : 2V → R Eq.(2)
=⇒ f̂ : Rn → R

S ⊆ V
Eq.(3)⇐⇒ IS ∈ Rn

f is submodular Thm.1⇐⇒ f̂ is convex

計画 [20]といった問題が，劣モジュラ最大化として扱わ
れている．

3 劣モジュラカット
カッティング・プレイン法は，これまでも多くの数理

計画問題において，極めて成功裏に用いられてきた枠組

みである [21, 17, 8]．その基本的な考え方は，反復的に，
最適値に関する下限（線形の拘束条件）を導く事により，

現在の最良解よりも評価関数の値が改善されない実行領

域を排除するというものである．本章では，カッティン

グ・プレイン法に基づき劣モジュラ最大化問題 (1)を解
く，劣モジュラカット・アルゴリズムの導出を行う．

3.1 Lovász拡張による連続化

本稿で提案する方法導出の基本的な考え方は，Lovász
拡張と呼ばれる集合関数の連続化に基づいて，離散最適

化問題である (1)を，連続領域における凸関数最大化と
の類推から解く事にある．従ってまず本章では，Lovász
拡張について概説する．なお，Lovász拡張によって得
られる，‘連続’と ‘離散’との関係は表 1のようになる．
まず任意の実ベクトル p ∈ Rn が与えられたとき，p

のm個の異なる要素の値を p̂1 > p̂2 > · · · > p̂mと表す．

このとき，一般の集合関数 f : 2V 7→ Rに関する Lovász
拡張 f̂ : Rn 7→ Rは，次のように定義される.3

f̂(p) =
∑m−1

k=1 (p̂k − p̂k+1)f(Uk) + p̂mf(Um), (2)

Uk = {i ∈ V : pi ≥ p̂k}である．定義より，f̂ は区分

的線形関数である．一般に f̂ は凸ではないが，f の劣モ

ジュラ性と f̂ の凸性は，次のように与えられる [12, 15]．

定理 1 集合関数 f : 2V 7→ R及びその Lovász拡張に対
して，f が劣モジュラの場合，f̂ は凸となる．

ここで，ei を第 i 要素に関する単位ベクトルとして，

IS :=
∑

i∈S ei ∈ {0, 1}n となるベクトルを定義する

（本稿では，特性ベクトルと呼ぶ).4 明らかに，IS と S

3Lovász 拡張の定義においては，必ずしも劣モジュラ性を満たす
必要はない．

4例えば |V | = 6 の場合，S = {1, 3, 4} の特性ベクトルは IS =
(1, 0, 1, 1, 0, 0) となる．
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図 1: 切断平面H の概念図．記号は第 4.2節を参照．

は一対一に対応する．このとき次式の意味で，Lovász拡
張 f̂ は f の自然な拡張となっている [12, 15]．

f̂(IS) = f(S) (S ⊆ V ) (3)

このような集合関数の連続化の方法を用いる事で，劣

モジュラ最大化 (1)の評価関数 f : 2V → Rと実行可能
領域 {S ⊆ V : |S| ≤ k}を，Lovász拡張 f̂ : Rn → Rと
次式で定義される多面体D0とにそれぞれ置き換える事

で，連続問題への緩和を考える事ができる．

D0 = {x ∈ Rn : 0 ≤ xi ≤ 1 (i = 1, · · · , n),
∑n

i=1xi ≤ k},

結果として得られる問題は凸関数最大化である．そのよ

うに，以降では，劣モジュラ最大化 (1)の計算を，連続
問題max {f̂(x) : x ∈ D0}との関係から解く方法につい
て述べる．なお，以降に出てくる多面体 P は，上記D0

と同様，P = {x ∈ Rn : AT
j x ≤ bj , j = 1, . . . , m}（Aj

は実ベクトル，bj は実スカラーである）と表わされる有

限の半空間の交わりとして定義する事ができる．

3.2 劣モジュラカット

上述のように，本稿で提案するアルゴリズムの基本は，

劣モジュラ最大化問題 (1)を，上述の Lovász拡張を用
いて，多面体上における凸関数最大化との類推により解

く事にある．そこでまず，これらの問題の根本となる，

次の事実を確認する必要がある [8]．

定理 2 任意の凸関数 g : Rn → Rは，多面体 P ⊂ Rn

上においては，P の頂点において大域的に最大となる．

本章では，ある多面体 P ⊆ D0が与えられた時に，効

率的に，解を改善しない実行可能領域の候補を削除する

ような下限 γ（切断面）を導出する事である．そのため

まず，劣モジュラ最大化と凸最大化との関係を明確にす

る．特性ベクトルが P 上又は内部となる V の部分集合，

つまり任意の S′ ∈ S(P )に関して IS′ ∈ P となる，V の

部分集合を S(P )と表す．また，P の全頂点からなる集

合を V (P )で表す．なお，任意の特性ベクトル IS ∈ P

は P の頂点であり，また S(D0)と V (D0)は一対一に対



応する．このとき，明らかに次式が成り立つ．

max{f(S′) : S′ ∈ S(P )} ≤ max{f̂(x) : x ∈ P}. (4)

従って，もし現在の最良値より常に f̂ の関数値が小さく

なるような部分集合 P̄ が見つかれば，任意の S̄ ∈ S(P̄ )
に関して，f(S̄)の値もその最良値より小さくなる．そ
のように，問題 max{f̂(x) : x ∈ P}の切断面（線形な
下限）は，上記の関係 (4)を通して，劣モジュラ最大化
問題 (1)にも適用できる．
そのように以下では，劣モジュラ性から Lovász拡張
を介して，切断面（本稿では劣モジュラカットと呼ぶ）

を導出する．なお上述のように，劣モジュラカットによ

る最大化は反復的な計算により実行されるが，各反復に

おいては，現在の最良の関数値 γ，多面体 P ⊆ D0，そ

して f(S∗) = γを満たす集合 S∗ ⊆ V が保持される．ま

ず，次のような定義を与える．

定義 3 (γ 拡張) g : Rn → Rを凸関数，x ∈ Rn，γ を

実数，そして t > 0とする．このとき，次式により与え
られる y ∈ Rnを，方向 d ∈ Rn \ {0}における xの（g

に関する）γ 拡張と呼ぶ（ただし θ ∈ R ∪ {∞}）．

y = x + θd with θ = sup{t : g(x + td) ≤ γ} (5)

劣モジュラ関数の Lovász拡張は凸関数であるため，常
に任意の点 x ∈ Rn において γ-拡張が定義可能である．

v ∈ V (P )を，何らかの S ∈ S(P )に対して v = ISと

なるP の頂点とし，さらに線形独立な方向 d1, . . . , dnに

より生成されるvを頂点とする凸多面錐をK = K(v;d1, . . . , dn)
とする（つまりK = {v + t1d1 + · · ·+ tndn : tl ≥ 0}）．
そして，各 l = 1, . . . , nに対して，f̂ に関して，方向 dl

への vの γ-拡張を

yl = v + θldl

とする．方向 d1, . . . , dnは P ⊂ Kとなるように選ばれ，

また θl > 0である（第 4.1節参照）．このとき，ベクト
ル dl は線形独立に選ばれるため，yl (l = 1, · · · , n)を
含む超平面H = H(y1, · · · , yn)がただ一通りに定まる．
本稿では，この超平面を劣モジュラカットと呼び，それ

は次式のように定義される（図 1参照）．

H = {x : eT Y −1x = 1 + eT Y −1v}. (6)

ここで e = (1, . . . , 1)T ∈ Rn であり，また Y = ((y1 −
v, · · · , (yn− v))である．この超平面H は，H− = {x :
eT Y −1x ≤ 1 + eT Y v} 及び H+ = {x : eT Y −1x ≥
1 + eT Y v}の 2つの半空間を生成する．明らかに v は

半空間H− の内部であり，また次の事実を導かれる．

Compute a subset S0 s.t. |S0| ≤ k, and set a lower1

bound γ0 = f(S0).
Set P0 ← D0, stop ← false, i ← 1 and S∗ = S0.2

while stop=false do3

Construct with respect to Si−1, Pi−1 and γi−1 a4

submodularity cut Hi.
if S(Pi−1) = S(Pi−1 ∩Hi

−) then5

stop ← true (S∗ is an optimal solution and6

γi−1 the optimal value).
else7

Update γi (using Si and other available8

information) and set S∗ s.t. f(S∗) = γi.
Compute Si ∈ S(Pi), and set9

Pi ← Pi−1 ∩Hi
+ and i ← i + 1.

　アルゴリズム 1: 劣モジュラカット (一般)

補題 4 P ⊆ D0を多面体，γを現在の最適値，vを部分

集合 S ∈ S(P )に対して v = Isとなる P 上の頂点，そ

してH−を切除平面で決まる半空間（つまり式 (6)）と
する．このとき，次式が成り立つ．

f(S′) ≤ γ for all S′ ∈ S(P ∩H−).

この補題は，実行可能領域 S(P )から，γ より評価関数

を改善する可能性のない領域 S(P ∩H−)を切除可能で
ある事を意味する．また，もし S(P ) = S(P ∩H−)と
なれば，γ = max{f(S) : |S| ≤ k}が達成される．収束
条件 S(P ) = S(P ∩H−)を調べる具体的な方法につい
ては，第 4.2節において述べる．さらに v ∈ S(P ∩H−)
及び v /∈ S(P ∩H+)に関して，次式が成り立つ．

|S(P )| > |S(P ∩H+)|. (7)

そのように，γの大域的最適性が保障されるまで，劣モ

ジュラカット・アルゴリズムは P ← P ∩H+として，更

新を繰り返す．一般的な手順については，アルゴリズム

1のようになる（図 2も参照）．更に，アルゴリズムの
有限性については，次のように保障される．

定理 5 アルゴリズム 1は，有限回の反復で，劣モジュ
ラ最大化問題 (1)の最適値を与える．

4 実装について
本節では，アルゴリズム 1をBILPを用いて実装する

ために必要な具体的方法について述べる．結果として得

られる疑似コードは，アルゴリズム 2のようになる.5

5著者のホームページ http://www.ar.sanken.osaka-u.ac.jp/

∼kawahara/software.html 上にて Matlab による実装を公開．
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4.1 劣モジュラカットの構成方法

ここでは，多面体 P ⊆ D0 の頂点が与えられたとき，

アルゴリズムの各反復において劣モジュラカットを構成

するために必要な，線形独立な方向 d1, . . . , dnを計算す

る方法について述べる（アルゴリズム 1の第 4列目).6

まず |S| < kの場合，d1, . . . , dn は −el (l ∈ S)及び
el (l ∈ V \ S)のように選択できる．そして |S| = k の

場合は，次のようにして行う．まず，Sの隣接する集合

を次のように定義する．

S(i,j) := (S \ {i}) ∪ {j} (i ∈ S, j ∈ V \ S)

つまり S(i,j)は，Sの要素の一つを，V \Sのそれと置き

換えたものであり，IS(i,j)−IS = ej−eiとなる．今，S

の全ての隣接集合の中で，関数値 f(S(i,j))を最大にする
ものをS(i∗,j∗)とする．サイズ kの集合Sは，k×(n−k)
の隣接する集合 S(i,j) (i ∈ S, j ∈ V \S)を持つので，こ
の計算はO(nk)である．そして，もし f(S(i∗,j∗)) > γの

場合は，γ ← f(S(i∗,j∗))及び S∗ ← S(i∗,j∗) のように更

新するとする．このとき，いかなる場合も γ ≥ f(S(i∗,j∗))
が成り立ち，方向 {d1, . . . , dn}として次のように選択す
る事ができる．

dl =





ej∗ − eil
if l ∈ {1, . . . , k}

ejl
− ej∗ if l ∈ {k + 1, . . . , n− 1}

−ej∗ if l = n.

(8)

このように選択された d1, . . . , dn が線形独立となる事

は，容易に確かめられる．更に，次の補題が得られる．

補題 6 式 (8)で定義される方向d1, . . . , dnに関して，次

式で定義される錐 K は，多面体 D0 = {x ∈ Rn : 0 ≤
xl ≤ 1 (l = 1, · · · , n),

∑n
l=1xl ≤ k}をその内部に含む．

K(IS ; d1, . . . , dn) = {IS + t1d1 + · · ·+ tndn : tl ≥ 0}

なお，これらの方向に関する γ-拡張は，閉じた形で計算
する事ができる（詳細は文献 [10]を参照).

4.2 停止基準と各反復における開始点

次にここでは，解の最適性の判定，つまり S(P ) =
S(P ∩H−)かどうかを評価し，また同時に，次回反復の

6本節で述べる方法はあくまで一つの選択肢であり，P ⊂ K を満
たすその他の方法でも実行可能である．

Compute a subset S0 s.t. |S0| ≤ k, and set a lower1

bound γ0 = f(S0).
Set P0 ← D0, stop ← false, i ← 1 and S∗ = S0.2

while stop=false do3

Construct with respect to Si−1, Pi−1 and γi−1 a4

submodularity cut Hi.
Solve the BILP problem (9) with respect to Aj5

and bj (j = 1, · · · , nk), and let the optimal
solution and value Si and c∗, respectively.
if c∗ ≤ 1 + eT Y −1vi−1 then6

stop ← true (S∗ is an optimal solution and7

γi−1 the optimal value).
else8

Update γi (using Si and other available9

information) and set S∗ s.t. f(S∗) = γi.
Set Pi ← Pi−1 ∩H+ and i ← i + 1.10

　アルゴリズム 2: BILPによる劣モジュラカット

開始集合 Si（各々アルゴリズム 1の第 5列及び第 9列）
を計算する方法について述べる．

S(P ) = S(P ∩H−)の判定は，幾何学的には，S(P )
を含む最小の多面体を P̃ ⊆ Rn とすると，P̃ に接する

H に平行な超平面 H∗ を考える事で可能となる．つま

り，H = H∗，あるいは，H∗がH を vの方向に動かし

て得られる場合，S(P ) = S(P ∩H−)が満たされる．数
値的には，移動は LPを解く事と同じである．従って，
式 (6)を用いて次の補題が得られる．

命題 7 次の 2値整数計画問題の最適値を c∗ とする．

max
x∈{0,1}n

{eT Y −1x : Ajx ≥ bj , j = 1, · · · , mk}. (9)

このとき，c∗ ≤ 1 + eT Y −1vなら S(P ) ⊂ H− となる．

なお，もし c∗ > 1 + eT Y −1v ならば，式 (9)の最適
解 x∗は S(P \H−)の部分集合となっており，次反復開
始の部分集合として利用できる (図 1参照)．

5 上限と ε-最適解
提案するアルゴリズムは，有限回の反復で厳密な最適

解を見つける事ができるものの，高次元の対象に対して

は，その計算時間が膨大になってしまう可能性もある．

そのためここでは，現在の解の上限を計算する方法につ

いても述べる．これにより，上記の劣モジュラカットと

組み合わせる事で，ε-最適解の計算ができる．
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図 3: 劣モジュラカット・アルゴリズム，及び，Nemhauser
& Wolseyの方法 [16]による，厳密解，及び，ε-最適解
の計算の平均所要時間 (log-scale)．

このような上限の導出は，Nemhauser&Wolseyの考え
方 [16]に基づいて可能となる．劣モジュラ関数 f : 2V →
Rが非減少である場合，劣モジュラ最大化 (1)は，次の
ようにも表す事が可能である事が知られている [16]．

max η s.t. η ≤ f(S) +
∑

j∈V \Sρj(S)yj (S ⊆ V ),∑
j∈V yj = k, yj ∈ {0, 1} (j ∈ V )

(10)
ただし ρj(S) := f(S∪{j})−f(S)である．この問題は，
約 2n 個の拘束を持つ，1個の連続変数と n個の 2値変
数に関するMIPとなっている．
拘束条件が膨大であるため上記問題を直接解く事は不

可能であるが，Nemhauser&Wolseyは，一つづつ拘束条
件を順に加え，小さいサイズのMIPを反復的に計算す
る．この方法は最悪の場合，反復回数が全拘束条件数と

なってしまう．しかし容易に分かるように，全拘束条件

を考慮した場合の最大値よりも，拘束条件の一部のみを

考慮した場合の方が解は大きくなるため，各反復によっ

て，単調に真の解へと収束していく事が保障される．一

方で本稿で提案した方法は，各反復における解は単調に

真の解へと増加していく．従って，劣モジュラカット・

アルゴリズムの各反復による解 Si に関して，拘束を上

記のMIP加えて解く事で，現在の解に関する上限が得
られる．そのようにして，得られた上限と下限を用いて，

現在の解の最適性の評価ができるようになり，事前に設

定した εに対する ε-最適解を得る事が可能となる．

6 実験結果
本章では，提案した劣モジュラカット・アルゴリズム

の検証例を示す．まず第 6.1節では，人工データを用い
て，従来法 [16]の方法との比較を行う．そして第 6.3節
では，センサ配置に関する実データに対して，提案した

アルゴリズムを適用した結果を示す．なお以下の実験結

果は，Matlab，及び，Parallel CPLEX ver. 11.2 (8ス
レッド)を用いて，2.5GHz 64-bitのワークステーショ
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図 4: 劣モジュラカット・アルゴリズムにより計算され
た上限，及び，下限の計算時間に対する変化の例．

ン上で実行したものである．また θ = ∞（式 (5)）の場
合には，θ = 106 として計算している．

6.1 人工データによる実験

まず本節では，劣モジュラカット・アルゴリズムを，

(1)厳密解に関する従来法 [16]との計算時間の比較，そ
して (2)どのように上限と下限が真の解に近づくか，と
いう点を中心に，人工データを用いて数値的に検証する．

ここでは，K-配置問題 [16]と呼ばれる，次の非減少
劣モジュラ関数に関する最大化問題 (1)について考える．

f(S) =
∑m

i=1 maxj∈S cij ,

ただしC = cijはm×nの非負行列，またV = {1, · · · , n}
である．実験では，異なる n(ただしmはm = n + 1と
固定)に関して複数の行列 C を生成し，k = 5, 8の場合
に関して，上記問題に対して劣モジュラカット・アルゴ

リズム 2，及び，従来手法 [16]を適用した．劣モジュラ
カット・アルゴリズムに関しては，厳密解に加え，ε-最
適解に関する結果も示している．

まず図 3は，複数の n，及び，k = 5, 8に関してアル
ゴリズムを適用した場合の，ランダムに生成された 3つ
の C に関して平均化した計算時間である．なお，例え

ば，n = 45，及び，k = 8の場合には，組み合わせの数
は二百万以上と膨大な数になる．図からわかるように，

既存手法に比べ，アルゴリズム 2に必要な計算コストが
少なくなっている事がわかる．その傾向は，特に高い次

元の場合に顕著であるように見える．これは，劣モジュ

ラカットを用いて，カッティング・プレイン法が解を改

善しない実行可能領域を効率的に除外しているためにで

あると考えられる．また図 4は，劣モジュラカット・ア
ルゴリズムにより計算された上限，及び，下限の計算時

間に対する変化の例である (k = 5, n = 45)．上限は徐々
に減少していく一方，下限は更新が稀であるが，早い段

階で最適解へと収束している事がわかる．
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図 5: 計算時間 (左)と，貪欲法を基準にした解の最適性
の向上度合 (%)(右)．

6.2 センサー配置（実データ）

実データを用いた例として，ここでは，センサ配置問

題へアルゴリズムを適用した結果を示す．センサ配置問

題では，観測の分散をできるだけ小さくするようにセン

サの配置を決める事を目的とする．用いたデータは，カ

リフォルニア大学近辺の湖で用いられた NIMSセンサ・
ノードを用いて得られた，有限の離散的な場所 V に関

する温度計測である [6, 9]（|V | = 86).
文献 [9]同様，配置場所の集合 S ⊆ V は，次式のよう

に表わされる平均化分散低減を用いて評価した．

f(S) = V ar(∅)− V ar(S) =
1
n

∑
sFs(S)

ここで，Fs(S) = σ2
s − σ2

s|S は分散低減，そして σ2
s|S は

S ⊆ V における観測後の場所 s ∈ V における観測の予

測分散である．この関数は，単調かつ劣モジュラである．

図 5は，ε = 0.05, 0.1, 0.2の場合の，劣モジュラカット・
アルゴリズムの計算に要した時間，及び，得られた解の

貪欲法の解からの改善度合 (%)を表したものである．い
ずれの場合も，k = 5近辺で，計算時間と改善度合共に
大きくなっている事がわかる．これは，kが非常に大き

い，あるいは小さい場合には，貪欲法の解が真の最適解

に近くなっているためであると言える．

6.3 文書分類における特徴選択（実データ）

もう一つの実データを用いた例として，Reuters-21578
を用いて，文書分類における特徴選択の適用例を示す．

本実験では，貪欲法と提案手法を，5,180単語 (特徴)
から成る 90カテゴリの 7,770文書を含む訓練データに
対して適用した．特徴選択の基準としては，ここでは

情報利得を用いた．表 2は，k = 5, 10の場合に，アル
ゴリズムにより選択された単語を示している (提案手法
に関しては ε = 0.003としている)．表中には，情報利
得と分類精度 (tp/(tp + fp), tp; true positive, fp; false
positive)に関しても記載している．評価データ (5,180
単語から成る 90カテゴリの 3,019文書)における分類で
は，選択された単語を用いて，単純ベイズ識別器を用い

た．劣モジュラカットによって選択された単語は，貪欲

法のそれとは異なっている事がわかる．

7 結論
本稿では，多くの機械学習問題が含まれる劣モジュラ

最大化の厳密解を求めるための方法として，カッティン

グ・プレイン法に基づき，劣モジュラカット・アルゴリズ

ムを導出した．また同時に，解の上限を求める方法を導

出し，事前に設定した ε > 0に対して，ε-最適解を計算
する方法についても述べた．そして，提案したアルゴリ

ズムの人工データや実データを用いた検証例を示した．

なお本稿は，文献 [10]の概略版となっている．
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