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一次元正規分布のなす空間への曲線あてはめ
Curve fitting in the space of one-dimensional normal distribution
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Abstract: We propose a method for extracting a one-dimensional structure from a set

of parameters of one-dimensional normal distributions. In this paper, the one-dimensional

structure is represented as a curve, which contains a linear parameter, on the manifold of

one-dimensional normal distributions. And the fitting error is measured by metric tensor,

which is the second order approximation of e-divergence and/or m-divergence. In this

formulation, the estimation of curve fitting is represented by the framework of Jacobian

kernel principal component analysis, which is the extension of kernel principal component.
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1 概要
1次元正規分布の平均と分散の組がが複数個与えられ

たとき，それらは 2次元空間をなすが，この 2次元空間

の中から構造を抽出するという問題を考える．2次元空

間の部分空間であるから，構造としては 0次元空間であ

る点及び 1次元空間である曲線が考えられる．

0次元構造は重心である．複数の 1次元正規分布の重

心として，複数の 1次元正規分布から測った e-ダイバー

ジェンスの和または m-ダイバージェンスの和を最小に

するm-重心及び e-重心が提案されている [3]．1次元構

造は曲線であり，この構造を抽出する手法として，単

純には主成分分析（principle component analysis；

PCA）などが適用可能と考えられるが，PCAには以下

のような問題点がある． PCA は平均と分散の組が従う

分布がユークリッド（欧幾里得；欧氏） 空間中の正規

分布，つまり 1次元正規分布の平均と分散の組が与える

計量が一定であることを仮定しているが，1次元正規分

布の平均と分散の組が与える自然な計量は，情報幾何学

的には一定ではない [4, 5]．また，PCA は線型構造は抽

出できるが，非線型構造は抽出に不向きである．

そこで本稿では，1次元正規分布の平均と分散をパラ

メータとする 2 次元空間の点列への曲線あてはめによ
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り 1 次元構造を探すことを考える．その際，確率分布

とあてはめ曲線の距離をダイバージェンスそのものでは

なく，ダイバージェンスを 2次形式で近似したもので測

る．このあてはめ問題は核主成分分析（kernel PCA；

KPCA）[9] におけるあてはめ誤差を入力空間の計量で

近似したヤコビ核主成分分析（Jacobian kernel PCA；

JKPCA） [8]の枠組みで捉えることができる．核関数

であてはめ問題を表現することにより多項式核に対応す

る直線や 2次曲線等の多項式曲線だけでなく，ガウス核

などの様々な核関数に対応する曲線があてはめ可能とな

る．また，この結果はダイバージェンスを最小化するこ

とによって e-平坦空間やm-平坦空間をあてはめる手法

[3]を含めたダイバージェンスを最小化する曲線あては

めの初期値として利用することが可能である．

2 一次元正規分布のなす空間

2.1 4つの座標系

本節では，一次元正規分布のなす多様体 S に 4つの

座標系を与える．最も基本的な座標系は，平均 µ，標準

偏差 σ（> 0）に対して µ = (µ, σ)⊤ となる座標系であ

り，一次元正規分布は

p(x;µ) =
1√
2πσ

exp

{
− (x− µ)2

2σ2

}
(1)

と表現できる．これは 2次元平面の上半平面 σ > 0が

定義域である．

次の座標系は平均と分散の組 ξ = (µ, V )⊤（V = σ2）



で定義される座標系であり，1次元正規分布は

p(x; ξ) =
1√
2πV

exp

{
− (x− µ)2

2V

}
(2)

と表され，定義域は 2次元平面の上半平面V > 0である．

さて，

p(x;µ) =
1√
2πσ2

exp

{
− 1

2σ2
x2 +

µ

σ2
x− µ2

2σ2

}
となるので，F1(x) = x2, F2(x) = xとし，

θ1 = − 1

2σ2
= − 1

2V
, θ2 =

µ

σ2
=
µ

V

とおくと，θ = (θ1, θ2)
⊤ に対して

p(x;θ) = exp{θ1F1(x) + θ2F2(x)− ψ(θ)} (3)

の形に表される．この θは 1次元正規分布のなす多様体

S の局所座標系を定める助変数で e-座標系と呼ばれる．

e-座標系の定義域は θ1 < 0なる左半平面である．

一方，ηi = Eθ[Fi(x)]とおくと

η1 = µ2 + σ2 = µ2 + V, η2 = µ

が成立し，η = (η1, η2)
⊤は θに双対な座標系となり，こ

れは m-座標系と呼ばれる．m-座標系の定義域は放物線

の内部である η1 > η2
2 である．

今，θ と η は座標変換によって全射となるので，そ

の変換を θ(η), η(θ) と書くことにすると，e-座標と m-

座標の間の座標変換は

θ1(η) = − 1

2(η1 − η22)
, θ2(η) =

η2
η1 − η22

,

η1(θ) =

(
θ2
2θ1

)2

− 1

2θ1
, η2(θ) = − θ2

2θ1

となる．他の座標変換も同様に計算できる．

2.2 測地線

さて，多様体 Sの中で真っ直ぐな線は測地線と呼ばれ
るが，双対な座標系に対応して，双対な e-測地線と m-

測地線が定義できる．e-測地線は e-座標系 θ に対して

線形な関係で結ばれる曲線であり，θ1，θ2 を通る e-測

地線は θ(t) = tθ1 + (1− t)θ2, t ∈ T ⊂ Rと助変数表示
される．m-測地線は m-座標系 η に対して同様に定義

される曲線 η(t) = tη1 + (1− t)η2 である．本稿で考察

する S は 2 次元多様体であるから，

e-測地線 ： aθ1 + bθ2 + c = 0,

m-測地線 ： pη1 + qη2 + r = 0

と表現できる．

多様体 S の部分空間には平坦（flat）という概念が定

義される．もちろん平坦さも双対な構造に応じて e-平

坦と m-平坦の２種類が定義できる．e-平坦な部分空間

M とはM 上の任意の 2点を結ぶ e-測地線がM に含

まれるものであり，m-平坦も m-測地線に関して同様に

定義される．本稿では S の平坦な部分空間は測地線と
点に限られる．

3 点のあてはめ
本稿の目的は複数の 1次元正規分布に対して曲線あて

はめにより 1次元構造を抽出することであるが，その前

に “重心”を求めることによって 0次元構造を抽出する

方法 [3]について述べておく．ここで複数の 1次元正規

分布の重心として，複数の 1次元正規分布から測った e-

ダイバージェンスの和を最小にする m-重心，及び複数

の 1次元正規分布から測ったm-ダイバージェンスの和

を最小にする e-重心の 2通り考えることができる．

m-重心は e-ダイバージェンスの和を最小にすること

から，θ座標における算術平均となる．よって複数の 1

次元正規分布の θ座標を {θ[d]}Dd=1とし，m-重心の θ座

標を θ
m
とすると θ

m
= 1

D

∑D
d=1 θ[d] となる．同様に，

e-重心は m-ダイバージェンスの和を最小にすることか

ら，η座標における算術平均となる．よって複数の 1次

元正規分布の η座標を {η[d]}Dd=1とし，e-重心の η座標

を ηe とすると ηe = 1
D

∑D
d=1 η[d] となる

1

4 1次元曲線のあてはめ

4.1 他の座標系における測地線の表現

e-測地線は座標 θ における直線 aθ1 + bθ2 + c = 0を

表す．この直線の µにおける表現は a− 2bµ− 2cσ2 = 0

であるから，これは µ空間における放物線または直線

を表わす．また，特徴写像

µ 7→ µ̃θ = (µ, σ2, 1)⊤

により線型あてはめ a⊤µ̃θ = 0 に帰着できる．同様に

ξ空間において e-測地線は直線を表わし，特徴写像

ξ 7→ ξ̃θ = (µ, V, 1)⊤

により線型あてはめ a⊤ξ̃θ = 0 に帰着できる．そして η

空間における e-測地線は放物線または直線で，特徴写像

η 7→ η̃θ = (η1 − η22 , η2, 1)
⊤

により線型あてはめ a⊤η̃θ = 0 に帰着できる．
1Akaho[3]とは e-重心とm-重心の定義が逆であるが，e-平坦な空

間へはデータから m-射影を行なうことが自然であるという観点から，
本稿のように定義する．



m-測地線は座標 ηにおける直線 aη1 + bη2 + c = 0を

表わす．この直線の µ空間における表現は

a(µ2 + σ2) + bµ+ c = 0

と，円または直線である．よって特徴写像

µ 7→ µ̃η = (µ, µ2 + σ2, 1)⊤

により線型あてはめ a⊤µ̃η = 0 に帰着できる．同様に

ξ 空間において m-測地線は µ2 の係数が −1の放物線，

または直線を表わし，特徴写像

ξ 7→ ξ̃η = (µ, µ2 + V, 1)⊤

によって，特徴空間における線型あてはめ a⊤ξ̃η = 0 に

帰着できる．そして θ空間においてm-測地線は二次曲

線を表わし，特徴写像

θ 7→ θ̃η = (2θ1 − θ22, θ1θ2, 1)
⊤

により線型あてはめ a⊤θ̃η = 0 に帰着できる．

4.2 あてはめる曲線族

以上，あてはめる曲線族は全て a⊤F (ϕ) = 0 の形で

ある．よって以下，一般的に ϕ空間において線型助変

数で記述される曲線族 f(ϕ;a) = a⊤F (ϕ) = 0 をあて

はめる手法について述べる．

4.3 入力空間の計量

µ，ξ，θ，η空間における計量はそれぞれ，

Gµ =
1

σ2

(
1 0

0 1

)
, Gξ =

1

2V 2

(
2V 0

0 1

)
,

Gθ = − 1

2θ31

(
θ22 − θ1 −θ1θ2
−θ1θ2 θ21

)
,

Gη = G−1

θ
=

1

(η1 − η22)
2

(
1/2 −η2
−η2 η1 + η22

)
であることが簡単に計算できる [4]．

4.4 ダイバージェンス

点 pを部分空間Mへ射影することを考える．射影方

法として e-射影とm-射影が考えられる．

点 pから，Mへの m-射影を q とすると，q は m-ダ

イバージェンス

D(p||q) = ψ(θ(p)) + ϕ(η(q))− θ(p)⊤η(q)

を最小にする点 qとなる．同様に，点 pから，Mへの

e-射影を qとすると，qは e-ダイバージェンス

D(q||p) = ψ(θ(q)) + ϕ(η(p))− θ(q)⊤η(p)

を最小にする点 qとなる．

このように，一般には e-ダイバージェンス，m-ダイ

バージェンスを用いた推定結果は異なる．しかし，微小

距離に関しては 3次以上の微小量を無視すると

D(p||p+ dq) ≈ 1

2
dη⊤Gηdη

=
1

2
dθ⊤Gθdθ ≈ D(p+ dp||p)

となり，e-ダイバージェンスとm-ダイバージェンスは等

しくなる．本稿では，この 2次形式をダイバージェンス

の近似距離として用いることにする．

5 特徴空間における線型あてはめ
本節では，空間 ϕにおける計量がGϕであるときに，

線型助変数で記述される曲線群

f(ϕ;a) = a⊤F (ϕ) = 0 (4)

をあてはめる手法について述べる．

例えば，一次元正規分布の集合に e-測地線をあてはめ

るには，µ空間において曲線族 aµ + bσ2 + c = 0をあ

てはめれば良く，このあてはめを µ空間の計量に基づ

いて特徴空間 µ̃θ において線型あてはめ a⊤µ̃θ = 0を

行なえば良い．もちろん，ξ空間の計量に基づいて特徴

空間 ξ̃θ において線型あてはめを行っても良いし，η空

間の推定，θ空間の推定として考えても良い．

5.1 エネルギー関数

D個の一次元正規分布が観測されたとし，それらの座

標を {ϕ[d]}Dd=1とする．そして ϕ̂[d]をϕ[d]から式 (4) で

表現される曲線へ下した垂線の足とする．また，ϕ̂[d] −
ϕ[d] = δϕ[d] とおく．このとき，

f(ϕ̂[d];a) ≈ f(ϕ;a) +
∂f

∂ϕ
(ϕ[d];a) δϕ[d] = 0 (5)

が成立する．写像F : ϕ 7→ F (ϕ)ヤコビ行列をJF = ∂F

∂ϕ
とし，ϕ[d] における JF の値を JF[d]

とすると，

∂f

∂ϕ
(ϕ[d];a) = a⊤ JF[d]

δϕ[d]

により，式 (5)は a⊤ JF[d]
δϕ[d] = −a⊤F[d]，つまり

a⊤
[
JF[d]

δϕ[d]δϕ
⊤
[d] J

⊤
F[d]

]
a = a⊤

[
F[d] F

⊤
[d]

]
a , (6)

と変形できる．ここで F[d] = F (ϕ[d])である．よって，

データ点と曲線との距離 r[d] は G[d] = Gϕ[d]
とおくと

δϕ[d]
⊤G[d] δϕ[d] = δF⊤

[d] G[d] δF[d] (7)



（G[d] = J+⊤
F[d]

G[d] J
+
F[d]
）2の式 (6) の基での最小値とな

る．そしてそれはコーシー・シュワルツの不等式により，

r2[d] =
a⊤
[
F[d] F

⊤
[d]

]
a

a⊤ G+
[d] a

(8)

と計算でき，ϕ空間の計量の基での曲線あてはめは，エ

ネルギー関数

E(a) =
D∑

d=1

a⊤
[
F[d] F

⊤
[d]

]
a

a⊤ G+
[d] a

(9)

を最小化する aを求めることによって実現できる．

5.2 解法とアルゴリズム

式 (9)のようなレイリー商の和を最小化する問題はコ

ンピュータビジョンにおいて深く研究されており，多く

の手法が提案されている（例えば [6, 10]）．本稿で与え

たレイリー商の和は 1 次元正規分布のなす空間のダイ

バージェンスの近似に基づくので，レイリー商の和の最

小化を高精度に実現する必要がないため，Akaho[1]に

よって提案された最小化手法を紹介する．

なお，ここで f(ϕ;a)は十分に滑らかであるとする，

つまり aが微小変化したとき，∂f/∂ϕも十分小さいも

のとする．

今，aの近似値 âが得られたとし，λ[d] 及び Λを

λ[d] = â⊤ G+
[d] â , Λ = diag{λ[1], . . . , λ[D]} ,

と定義し，F = (F[1] · · · F[D])とおくと，エネルギー

関数は

E(a) ≈ a⊤ [FΛ−1F⊤]a
と近似できるので，

a = UnitMinEigenVec
[
FΛ−1F⊤]

が成立3する．

次のアルゴリズムにおいて，右上の添字 [k]は k番目

のステップにおける値を表す．特に初期値は [0]で表す．

初期値の与え方は後に述べる．

(1) 初期値 {λ[0][d]}
D
d=1 を計算．

(2) (a)及び (b)を収束するまで繰り返し：

(a) â[k+1] := UnitMinEigenVec[F(Λ[k])−1F⊤]

(b) λ
[k+1]
[d] := (â[k+1])⊤G+

[d](â
[k+1]).

2X+ で X のムーア・ペンローズ逆行列を表わす．
3UnitMinEigenVec[X] で X の最小固有値に対応する単位固有ベ

クトルを表わす．

6 計量のユークリッド化（欧氏化）
本節では提案手法の初期値としての計量の（0階）欧

氏化を述べる．Akaho[1]は通常のLS解を初期値とした．

通常の LS解は計量の変換を考慮しない故，射影空間の

計量テンソルが単位行列であるとの仮定の基で助変数を

推定する．推定値は {λ[0][d] = 1}Dd=1 と置いたエネルギー

関数の近似式 E(a) ≈ a⊤[FF⊤]a から求められる

â[1] = UnitMinEigenVec[FF⊤]

であり，これが通常の LS解である．しかし通常の LS

解は初期値として良くないことがある．そこで超球面

データに対する計量の欧氏化（Euclideanization of

metric） が提案された [7].

欧氏化の概念は入力空間の計量をなるべく保つため

の射影空間における計量の調整である．その意味で先に

述べたで曲線のあてはめ手法も一種の計量の欧氏化で

ある．そこでこれらの欧氏化を区別するために，Fujiki

and Akaho[7] によって提案された欧氏化を計量の 0階

欧氏化と呼び，本稿で提案した欧氏化を計量の 1階欧氏

化と呼ぶことにする．

当初，計量の0階欧氏化は超球面の等方向射影（equidi-

rectional projection；EDP）の場合にのみ提案され

た [7]が，これは線分長の変化を体積要素の拡大率を利

用して調整する手法であり，その概念は，写像により n

次元体積要素が k 倍に拡大されたとすると，線分長は

k
1
n 倍拡大されると期待できる．そこで入力空間の最小

二乗法は射影空間における重み附き最小二乗法で近似で

きる．このとき各データに附する重みは k−
2
n となる．

さてϕ空間をを射影した空間を F (ϕ) ∈ RN とし，そ

の射影のヤコビ行列を JF = ∂F

∂ϕ
とする．このとき写像

ϕ 7→ F (ϕ) における 2次元体積（面積）の拡大率は次

のように計算される：∣∣∣∣ ∂F∂ϕ1 dϕ1 ∧ ∂F

∂ϕ2
dϕ2

∣∣∣∣ =
√
det (J⊤

F JF ) |dϕ1 ∧ dϕ2|

=
1√

Det G

ここで G = J+⊤
F GϕJ

+
F であり，DetX は非負対称行

列X の非零固有値の積4を表すものとする．よって 2次

元体積は (Det G)−1/2 倍拡大されるので線分の長さは

(Det G)−1/4倍拡大されると期待できる．よって入力空

間の LS法は射影空間において，重み (Det G)1/2を附し
た重み附き LS法となる．

4データが誤差を含む場合，零固有値が非零固有値となることがあ
る．この場合は最大 2固有値の積を計算すれば良い．何故なら，一般
に G の階数は 2 だからである．



なお，この射影による微小距離の変化は既に述べたよ

うに

r2 = dϕ⊤Gϕdϕ

= dF⊤(J+T
F GϕJ

+
F )dF = dF⊤G dF

だから 0階欧氏化は微小距離の変換規則から簡単に計算

できる．

ここで射影空間における 3 種類の距離を比較してみ

る．第一は普通の最小二乗法で用いられる距離であり，

r2 =
{f(ϕ;a)}2

a⊤a
=

{f(ϕ;a)}2

a⊤ IN a

である．第二の距離は 0階欧氏化であり，

r2 =
{f(ϕ;a)}2

a⊤{(Det G+)1/n IN}a
,

である．そして最後の距離は本稿で提案する 1階欧氏化

であり，

r2 =
{f(ϕ;a)}2

a⊤ G+ a

である．この 3種類の距離において分子は共通であり分

母のみが異なることに注意する．普通の最小二乗法にお

ける射影空間の計量行列は単位行列である．0階欧氏化

における射影空間の計量行列はスカラー行列（比率は場

所によって異なる）である．そして 1階欧氏化において

射影空間の計量行列は一般的な非負対称行列である．な

お 0階欧氏化は 1階欧氏化の近似として捉えることがで

き，n次元超曲面5F (ϕ) ∈ RN において

G+ ≈ (Det G+)1/n IN

と近似されている．

以上のことから，0階欧氏化は，特徴空間の LSより

も提案手法である 1階欧氏化に近い近似であると考える

ことができ，1階欧氏化の初期値としてより適切である

と考えられる．

7 核関数による表現
以上に述べたあてはめ手法は特徴空間がリーマン空間

である場合の手法であるが，近年，核関数を利用するこ

とによって，リーマン空間の手法をヒルベルト空間に拡

張することが行なわれている [9, 11]．

核関数を用いた表現により，直線あてはめは 1 次多

項式カーネル，2 次曲線あてはめは 2 次多項式カーネ
5F (ϕ)は Sn の像であるから，F (ϕ)は射影空間上の n次元超曲面

を表す．よって式 (10)の正確な表現は次のようになる：rankG+ = nで
あるから，非負対称行列 G+ の特異値分解は Udiag {d1, · · · , dn}U⊤

となり，0階欧氏化による G+ の近似は (d1 · · · dn)1/nUU⊤ となる．
つまり F (ϕ) の接空間への正射影と拡大の合成変換となる．

ル，というように n次曲線のあてはめを n次多項式カー

ネルを用いることによって実現できる．また，ガウス

核（Gaussian kernel）を用いることにより，ヒルベ

ルト空間におけるあてはめも行なうことができる．この

ようなカーネルに基づいて定義される曲線族を核曲線

（kernel curve）と呼ぶことにする．

なお，このあてはめ問題は標本特徴空間という空間

を考えることにより，標本特徴空間という空間における

線型あてはめ問題に帰着できることがわかり，カーネル

トリックとは，ヒルベルト空間を標本特徴空間へ射影す

ることによって有限次元の問題に帰着していることがわ

かる．

7.1 ヤコビ核主成分分析

本小節では，ヤコビ核主成分分析 [8]の枠組みであて

はめ問題を核関数で表現する．

本稿では微分可能な核関数 k(x,y) = F (x)⊤F (y)及

びその微分であるヤコビ核（Jacobian kernel）[8]

k(x,y)
(m×1)

=
∂k(x,y)

∂x⊤ = JF (x)
⊤F (y)

を用いる．また aの存在範囲として F[d] の線型結合

a
(n×1)

=
∑
p

α[d]F[d] = F
(n×D)

α
(D×1)

だけを考える6．ここでD ×D行列 Kを

(K)ij = k(x[i],x[j]), K =
(
K[1] · · · K[D]

)
で定義し，また，D ×m行列K[d] を

k[i][j] = k(x[i],x[j]),

K[d] =
(
k[d][1] · · · k[d][D]

)⊤
で定義すると，

K[d] = F⊤F[d], K[d] = F⊤JF[d]

が成立する．このとき，式 (9)について

a⊤
[
F[d]F

⊤
[d]

]
a = α⊤K[d]K⊤

[d]α,

a⊤G+
[d]a = α⊤K[d]G

−1
[d]K

⊤
[d]α

である．このとき式 (9)は，写像 F を含まない

E ′(α) =
D∑

d=1

α⊤K[d]K⊤
[d]α

α⊤K[d]G
−1
[d]K

⊤
[d]α

(10)

6赤穂 [2]は a = Φα+

D∑
d=1

β⊤
[d]

(
∂F (x)

∂x

)⊤

[d]

の範囲で aを探索

し，そのためK(x,y) = JF (x)⊤JF (y) も定義される．この核関数
を計量核（metric kernel）と名付ける．



となり，これを最小にする αを求めることとなる．

この最小化問題は式 (9)の最小化と同様に解ける．

今，αの近似値 α̂が得られたとし，λ[d] 及び Λを

λ[d] = α̂⊤K[d]G
−1
[d]K

⊤
[d]α̂ ,

Λ = diag{λ[1], . . . , λ[D]} ,

と定義すると，エネルギー関数は

E ′(α) ≈ α⊤ [KΛ−1K
]
α

と近似できるので，

α = UnitMinEigenVec
[
KΛ−1K

]
が成立する．よってアルゴリズムは以下の通り：

(1) 初期値 {λ[0][d]}
D
d=1 を計算

7．

(2) (a)及び (b)を収束するまで繰り返し：

(a) α̂[k+1] := UnitMinEigenVec[K(Λ[k])−1K]

(b) λ
[k+1]
[d] := (α̂[k+1])⊤K[d]G

−1
[d]K

⊤
[d](α̂

[k+1]).

8 核関数と標本特徴空間
先程の F = (F[1] · · · F[D]) と特徴写像 ϕ 7→ F (ϕ)

を用いて標本特徴写像（sample feature map）を

K : ϕ 7→ K(ϕ) = F⊤F (ϕ) ∈ RD

によって定義し，K(ϕ)の属する空間 RD を標本特徴空

間（sample feature space）と呼ぶことにする．この

とき，標本特徴写像のヤコビ行列がK = F⊤JF となる

ことに注意すると，標本特徴空間での SLS基準による

超平面α⊤K(ϕ) = 0 のあてはめ問題は式 (10) の最小化

となる．

つまり，核関数を用いたあてはめ問題の書換えは，特

徴空間におけるあてはめ問題を標本特徴空間におけるあ

てはめ問題へと書換えたことに対応することがわかる．

この書換えによってヒルベルト空間の問題を，標本数で

定まる有限次元の問題に帰着していることがカーネルト

リックの一つの意味であると考えることができる．

なお，標本特徴空間における欧氏化が核関数を用いた

場合の欧氏化に対応することとなり，1階欧氏化である

r2 =
(α⊤K[d])

2

α⊤ K[d]G
−1
[d]K

⊤
[d] α

をスカラー行列で近似した

r2 =
(α⊤K[d])

2

α⊤{(Det K[d]G
−1
[d]K

⊤
[d])

1/n ID}α
,

7この結果は核主成分分析 [9] を行なったことに相当する．

が 0階欧氏化となる．

これらを初期値としてレイリー商の和を最小とするα

を求めれば良い．

9 おわりに
本稿では，一次元正規分布の集合に線型助変数で記述

される曲線群をダイバージェンスの和の近似値を最小化

するようにあてはめる手法を提案した．提案手法は近似

距離の最小化であるから，データの構造，すなわちあて

はめるべき曲線族を決定する特徴写像 F (ϕ)がデータに

相応しくない場合はあてはまりが悪くなるため，（非線

型 PCA一般に言えることであるが）特徴写像の選び方

が重要な問題となる．
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