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低ランク行列推定問題

スパースベクトルの推定：
スパースな係数の学習 (基底は固定)

低ランク行列の推定：

基底の学習 ＋ 係数の学習
係数がスパースになるような基底を学習

例：主成分分析 (PCA)
Y = [y1, . . . , yn] ∈ Rp×n: 観測値

min
U∈Rp×k ,V∈Rn×k

n∑
i=1

p∑
j=1

(Yj,i − Ui,:V
⊤
i,: )

2 = min ∥Y − UV⊤∥2F

≒

yi

U
V T

Y

principal component

score
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推薦システム

ランク 1 (低ランク)

Movie A Movie B Movie C · · · Movie X

User 1 4 8 * · · · 2

User 2 2 * 2 · · · *

User 3 2 4 * · · · *

4 8 4
2 4 2
2 4 2

=

N

M

Movie

User

min
U,V

∑
(i,j)∈I

(Yi,j−Ui,:V
⊤
j,: )

2

(e.g., Srebro et al. (2005); Candès and Tao (2009); Candès and Recht
(2009), NetFlix (Bennett & Lanning, 2007))
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３層ニューラルネットワーク

f (x) = V⊤Ux

f (x) = V⊤h(Ux)
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低ランク行列推定の推定精度

真の行列 A∗ はM × N 行列でランク d とする (d ≪ M,N: 低ランク).

最小二乗法:

∥Â− A∗∥22 = Op

(
MN

n

)
低ランク性を利用できていない．

トレースノルム正則化:

∥Â− A∗∥22 = Op

(
d(M + N) log(MN)

n

)

ただし，∥A∥2 :=
√

1
MN ∥A∥F.

d N

M
d

(Negahban et al., 2012; Negahban & Wainwright, 2012; Rohde & Tsybakov, 2011;

Koltchinskii, 2012)� �
(最小二乗法)

MN

n
≫ d(M + N) log(MN)

n
(正則化学習)� �
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行列からテンソルへ

Movie

User

Context Movie

User

行列 −→ テンソル (多次元配列)

Xij =
∑d

r=1 u
(1)
r u

(2)
r Xijk =

∑d
r=1 u

(1)
r u

(2)
r u

(3)
r

複数項目間の高次の関係性 (K 次)
いわゆる座標返還に関して不変な量という意味は薄れている．しかし，多重
線形写像という観点は重要．
さらに高次元M1 ×M2 × · · · ×MK

→ 低ランク性を利用

テンソルのランクとは？
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テンソルの分解・ランク

CP-分解
(Hitchcock, 1927; Hitchcock, 1927; Carroll & Chang, 1970; Harshman, 1970)

Tucker-分解 (Tucker, 1966)

テンソルトレイン分解 (Oseledets, 2011)
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Tensor rank: CP-rank

=
A

B

C
+ +…+

a1

b1

c1

a2

b2

c2

ad

bd

cd

=

CP-分解
Canonical Polyadic 分解 (Hitchcock, 1927; Hitchcock, 1927)

CANDECOMP/PARAFAC (Carroll & Chang, 1970; Harshman, 1970)

Xijk =
∑d

r=1 airbjrckr (X =: [[A,B,C ]]). X =
∑d

r=1 ar ⊗ br ⊗ cr とも書く．
CP-分解で CP-ランクが決まる．

CP-分解の計算は NP-困難 (Hillar & Lim, 2013).

直交分解できるとは限らない．

ランク２のテンソルでランク３のテンソルをいくらでも良く近似できる例
が作れてしまう．
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CP-分解の一意性

CP-分解が一意であるための十分条件

X = [[U(1),U(2), . . . ,U(K)]]

各 U(k) が 列 フ ル ラ ン ク な ら ，CP-分 解 は
スケーリングと列の入れ替えの自由度を除いて一意．
（行列のような回転の自由度はない）

= U(1)
U(2)

U(3)

k-rank(A)：Kruskalランク，行列 Aの劣を任意に r 個とってきたときに線形独立
である r の最小値．

より詳細な条件
X の CP-ランクが d の時，以下が満たされていれば CP-分解は一意:

2d + (K − 1) ≤
K∑

k=1

k-rank(U(k)).
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CP-分解の計算

一般的には CP-分解は NP困難だが．．

X = [[U(1),U(2), . . . ,U(K)]]

で，各 U(k) が列フルランクとする． (このとき，CP-分解は一意)

- すると，多項式時間で CP-分解は計算できる．
- 有限回の固有値分解や行列の同時対角化などで解ける．
- 確率的アルゴリズム

Simultaneous Diagonalization (De Lathauwer, 2006)

Simultaneous Generalized Schur Decomposition (De Lathauwer et al., 2004)

Generalized Eigenvalue Decomposition (Leurgans et al., 1993)
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Tucker-ランク

=

X

G

A

B

C

Tucker-分解 (Tucker, 1966)

Xijk =
∑r1

l=1

∑r2
m=1

∑r3
n=1 glmnailbjmckn. X =: [[G ;A,B,C ]].

G はコアテンソルと呼ばれる．

G が対角なら CP分解に帰着．

Tucker-ランク = (r1, r2, r3)． ただし rk は G の各辺の大きさ．これは，
モード k 展開 (次ページ) のランクで与えられる．
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行列化

モード k 展開: A(k) ∈ RMk×N/Mk , (N =
∏K

k=1 Mk).

A A
(k)

rk = rank(A(k))は Tucker-ランクを与える．
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応用

推薦システム（ユーザー × アイテム × 店）
マルチタスク学習

信号処理（空間 (2D) × 時間）
自然言語処理（単語のベクトル表現）

113
12
2 2
4 2 421
32
41
2 3

234
21
3 2
1 4113

2 4 41
41 3

321
3 2

User

Item

Context
Rating

Prediction

テンソル補完
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その他の応用

脳波解析 (De Vos et al., 2007)

時間 × 周波数 × 空間
EEG monitoring: Epileptic seizure onset localization

雑音除去 (Phien et al., 2016)

種々の方法による雑音除去 画像のテンソルトレイン化
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テンソル推定の回帰としての定式化� �
テンソルへの回帰:

Yi︸︷︷︸
応答

= ⟨ Xi︸︷︷︸
入力

(テンソル)

, A∗︸︷︷︸
真

(テンソル)

⟩+Wi

� �
A∗,Xi ∈ RM1×...MK : テンソル.

⟨Xi ,A∗⟩ :=
∑

j1,...,jK

Xi ,(j1,...,jK )A
∗
j1,...,jK

テンソル間の内積

仮定: A∗は「低ランク」.

E.g., Xi = ej1 ⊗ ej2 ⊗ · · · ⊗ ejK なら，テンソル補完の問題に帰着．
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⟨Xi ,A∗⟩ :=
∑

j1,...,jK
Xi,(j1,...,jK )A∗

j1,...,jK

特殊ケース: for uk ∈ RMk ,

⟨u1 ⊗ · · · ⊗ uK ,A∗⟩ =
M1∑
j1=1

· · ·
MK∑
jK=1

u1,j1u2,j2 . . . uK ,jKA∗
j1,...,jK

.

< <,
=

特に,

⟨ej1 ⊗ ej2 ⊗ · · · ⊗ ejK ,A∗⟩ = A∗
j1,...,jK

.

< <,
=

i j

k (i,j,k)

→ テンソル補完
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低ランクテンソルの求め方

凸正則化法
低ランクテンソルの集合上での訓練誤差最小化
交互最適化法
Riemannian最適化

ベイズ推定法

テンソル推定における統計理論構築の難しさ

高次元性

特異性 (パラメータ表現の一意性のなさ)

非凸性

→ 単純な統計的漸近理論が使えない．
これらを考慮したバウンドを構築する必要がある．
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凸正則化による推定

凸正則化アプローチ:

min
A∈RM1×M2×···×MK

1

n

n∑
i=1

(Yi − ⟨Xi ,A⟩)2 + pen(A).

テンソルを行列に変形してトレースノルム正則化
Overlapped Schatten 1-norm (Tomioka et al., 2011)
Latent Schatten 1-norm (Tomioka & Suzuki, 2013; Zheng & Tomioka, 2015)
Square deal (Mu et al., 2014)
Scaled latent regularization (Wimalawarne et al., 2014)� �

1

N
∥Â − A∗∥22 ≤ C

d
√∏

k Mk

n� �

A A
(k)

Overlapped Schatten 1-norm

|||A|||S1/1
:=

K∑
k=1

∥A(k)∥Tr
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制限強凸性� �
制限強凸性（要約）:

δ

N
∥A∥22 ≤

1

n

n∑
i=1

⟨Xi ,A⟩2

がすべてのランク r のテンソル Aに対して成り立つ.� �

線形回帰における各種制限強凸性に類する条件の関係
(Bühlmann & Van De Geer, 2011)
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ベイズ推定
(Suzuki, 2015)

Â =

∫
AdΠ(A|X1:n,Y1:n).

CP-ランク d ′ のテンソルの事前分布:
ランク d ′ テンソル Aの分解
A = [[U(1), . . . ,U(K)]] (U(k) ∈ Rd′×Mk )．

π(U(1), . . . ,U(K)|d ′)

∝ exp

{
− d ′

2σ2
p

K∑
k=1

Tr[U(k)⊤U(k)]

}
,

= U(1)
U(2)

U(3)

ランクの事前分布: ある定数 1 > ξ > 0を用いて

π(d ′) ∝ ξd
′

(
∑dmax

d′=1
π(d ′) = 1).� �

1

N
∥Â − A∗∥22 ≤ C

d(
∑K

k=1 Mk)

n
log

(
KnRK

)
� �
※制限強凸性条件は不必要．
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誤差上界の比較

手法 最小二乗法 行列化による ベイズ
凸正則化

誤差上界
∏K

k=1Mk

n

d
√∏

k Mk

n

d(
∑K

k=1Mk) log(n)

n
大 小

ミニマックス最適
up to O(log(n))

(Suzuki, 2015)

テンソルと行列の間には大きなギャップがある．
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数値実験
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Figuur: ベイズ推定法と凸正則化 (overlapped approach) の比較.

30 / 59



ミニマックス最適性

状況：テンソル補完

ＣＰ-ランク d かつ max-ノルムが R 以下のテンソルの集合:

Hd(R) :=
{
A ∈ RM1×···×MK | CP-rank d , ∥A∥max,2 ≤ R

}
.

Xi = ei1 ⊗ ei2 ⊗ · · · ⊗ eiK かつ (i1, . . . , iK )が一様.

Theorem

Hd(R)上のミニマックスリスクは下から次のように抑えられる:

min
Â

max
A∗∈Hd (R)

E[∥Â − A∗∥2L2
]≳min

{
σ2 d(M1 + · · ·+MK )

n
,R2K

}
.
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ベクトルから関数へ

f (x (1), x (2)) = x (1)⊤Ax (2) =
d∑

r=1

⟨x (1), u(1)
r ⟩⟨u(2)

r , x (2)⟩

x (1): ユーザの特徴，x (2): 映画の特徴．
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ベクトルから関数へ

f (x (1), x (2)) =
d∑

r=1

f (1)r (x (1))f (2)r (x (2))

x (1): ユーザの特徴，x (2): 映画の特徴．
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ベクトルから関数へ: 平滑化

(De Vos et al., 2007) (Cao et al., 2016)

min
{u(k)

r }r,k

∥∥∥X −
d∑

r=1

u(1)r ⊗ u(2)r ⊗ u(3)r

∥∥∥2 + d∑
r=1

3∑
k=1

u(k)⊤r Gu(k)r︸ ︷︷ ︸
平滑化

t
u1

u2 u3 u4
u5

u⊤Gu =
∑

j(uj − uj+1)
2

空間的な平滑化 ⇒ カーネル法
(Zdunek, 2012; Yokota et al., 2015a; Yokota et al., 2015b)
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非線形テンソルモデル

非線形回帰モデル

yi = f (xi) + ϵi .
Goal: f をデータ Dn = {xi , yi}ni=1 から推定したい.

非線形テンソルモデル: f
(k)
r ∈ H (再生核ヒルベルト空間)

f (x (1), . . . , x (K)) =
d∑

r=1

f (1)r (x (1))× · · · × f (K)
r (x (K))

線形テンソルモデル:

f (x (1), . . . , x (K)) =
d∑

r=1

⟨x (1), u(1)r ⟩ × · · · × ⟨x (K), u(K)
r ⟩

行列の場合:
∑d

r=1⟨x (1), u
(1)
r ⟩⟨x (2), u(2)r ⟩ = (x (1))⊤ (

d∑
r=1

u(1)r u(2)r

⊤
)︸ ︷︷ ︸

matrix

x (2).

(x (k))k は必ずしもユークリッド空間の元である必要はない．
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推定方法

凸正則化法 (Signoretto et al., 2013)　, 少ない計算量./ （おそらく）ミニマックス最適性を満たない．
交互最適化法 (Suzuki et al., 2016) (本研究), 凸最適化の繰り返しで解ける. 少ない計算量./ ミニマックス最適性を満たすには強い条件が必要./ 局所最適解の問題.

ベイズ推定法 (Kanagawa et al., 2016) (本研究), 統計的な性質が良い. ミニマックス最適./ 重い計算量.
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交互最適化法

F ({f (k)r }r ,k) :=
1

n

n∑
i=1

(
yi −

d∗∑
r=1

K∏
k=1

f (k)r (x
(k)
i )

)2

(経験誤差)

� �
ある (r , k)において他の成分を固定したまま f

(k)
r のみを更新:

f̂ (k)r = argmin
f
(k)
r ∈H

{
F (f (k)r |{f̂ (k

′)
r ′ }(r ′,k′ )̸=(r ,k)) + λ∥f (k)r ∥2H

}
.

� �
目的関数は非凸関数.

各成分 f
(k)
r に関しては凸関数.

局所最適解へは収束 (e.g. 座標降下).
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ノンパラメトリックベイズ推定法

非線形テンソルモデル:

f (x (1), . . . , x (K)) =
d∑

r=1

f (1)r (x (1))× · · · × f (K)
r (x (K))

yi = f (x
(1)
i , . . . , x

(K)
i ) + ϵi (ϵi ∼ N(0, σ2)).

再生核ヒルベルト空間: カーネル関数 k(x , x ′)

⇔ ガウス過程: 共分散関数 Cov(f (x), f (x ′)) = k(x , x ′)

ガウス過程事前分布を各成分 f
(k)
r に置く.

事後平均がベイズ推定量:

f̂ (x) =

∫
f (x) p(df |Dn)

p(df |Dn)︸ ︷︷ ︸
事後分布

∝ p(Dn|f )︸ ︷︷ ︸
データ Dn の尤度

p(df )︸ ︷︷ ︸
事前分布

p(df ) =
∏
r ,k

p(df (k)r )︸ ︷︷ ︸
ガウス過程事前分布
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ノンパラメトリックベイズ推定法

非線形テンソルモデル:

f (x (1), . . . , x (K)) =
d∑

r=1

f (1)r (x (1))× · · · × f (K)
r (x (K))

yi = f (x
(1)
i , . . . , x

(K)
i ) + ϵi (ϵi ∼ N(0, σ2)).

非線形テンソルモデルの事前分布:

各 (r , k) ∈ [d ]× [K ]において,

λ(k)
r ∼ Exp (1) (スケーリングパラメータ)

f (k)r ∼ GPr ,k(·|λ(k)
r )

ただし，GPr ,k(·|λ(k)
r )はスケーリングされたカーネル関数 kr ,k/λ

(k)
r で定義

されるガウス過程.

ランクの事前分布: π(d) ∝ ξd (0 < ξ < 1).

計算: Gibbsサンプリング + Nyström近似
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学習精度（汎化誤差）の評価
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RKHSの複雑さ：カバリングナンバー

カバリングナンバー N(B(H), ϵ, L2(P)): L2(P)-ノルムに関する半径 ϵの球で
単位球 B(H)を覆うために必要な最小の個数.

B(H)

カバリングナンバー条件 (s)

ある 0 < s < 1と定数 C が存在して，以下の不等式がすべての ϵ > 0で成り立っ
ていると仮定する.

logN(B(H), ϵ, L2(P)) ≤ Cϵ−2s .

s が小さければ「単純」，大きければ「複雑」
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小球確率とカバリングナンバー条件

再生核ヒルベルト空間のカバリングナンバー条件は対応するガウス過程の小球確
率の評価を与える．

Proposition (Kuelbs and Li (1993); Li and Shao (2001))

− log(GP({f | ∥f ∥L2(P) ≤ ϵ})) ∼ ϵ−2s/(1−s) (小球確率)

⇔ logN(B(H), ϵ, L2(P)) ∼ ϵ−2s .

ε

再生核ヒルベルト空間: カーネル関数 k(x , x ′)

⇔ ガウス過程: 共分散関数 Cov(f (x), f (x ′)) = k(x , x ′)
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交互最適化法の収束

仮定
f ∗ は incoherence条件を満たしている (定義は次のスライド).
P(X ) = P(X1)× · · · × P(XK ).

f
∗(k)
r ∈ H
その他，細かい条件.

f̂ [t]: t-回更新した後の解. s: 再生核ヒルベルト空間Hの複雑さ．

Theorem

d∗,K に依存した定数 C1,C2 が存在して，初期解が d(f̂ [0], f ∗) ≤ C1 を満たすな
らば確率 1− δで次を満たす:

∥f̂ [t] − f ∗∥2L2(P) ≤ C2

(
d∗K

(
3

4

)t

︸ ︷︷ ︸
最適化誤差

+ d∗Kn−
1

1+s︸ ︷︷ ︸
推定誤差

log(1/δ)

)
.

局所最適解へ線形収束 (log(n)回の更新で十分)

d(f̂ [0], f ∗) = Op(1) =⇒ d(f̂ [log(n)], f ∗) = Op

(
d∗Kn−

1
1+s

)
.

「ある程度近いところから始めれば，最適な推定誤差を達成」
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条件の詳細

Incoherence: ∃µ < 1 s.t.

|⟨f ∗(k)r , f
∗(k)
r ′ ⟩| ≤ µ∥f ∗(k)r ∥L2∥f

∗(k)
r ′ ∥L2 (r ̸= r ′).

fr*
(k)

fr'*
(k)

各成分のノルムに関する上界，下界:

0 < vmin ≤ ∥f ∗(k)r ∥L2 ≤ vmax (∀r , k).
sup-ノルムに関する条件: 0 < ∃s2 < 1 s.t.

∥f ∥∞ ≤ C∥f ∥1−s2
L2

∥f ∥s2H (∀f ∈ H)

vr = ∥
∏K

k=1 f
∗(k)
r ∥L2 , v̂r = ∥

∏K
k=1 f̂

(k)
r ∥L2 , f

∗∗(k)
r =

f ∗(k)r

∥f ∗(k)r ∥L2

, ˆ̂f
(k)
r =

f̂ (k)r

∥f̂ (k)r ∥L2

，

d(f̂ , f ∗) = max
(r ,k)

{|v̂r − vr |+ vr∥ˆ̂f (k)r − f ∗∗(k)r ∥L2}.
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収束理論の図解

True

Pred. Error

Emp. Error

True

Pred. Risk

Emp. Risk

True

Pred. Risk

Emp. Risk

観測データ小 観測データ大

予想誤差は真の関数の近傍で局所的に凸関数のような形をしている．

経験誤差はサンプルサイズが大きくなるにつれ，予測誤差に近くなってゆく．
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証明に用いた道具

Rademacher複雑度
H: 関数集合

Ex

[
sup
h∈H

∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

h(xi )︸ ︷︷ ︸
経験誤差

− E[h]︸︷︷︸
予測誤差

∣∣∣∣∣
]

≤2Ex,σ

[
sup
h∈H

∣∣∣∣∣1n
n∑

i=1

σih(xi )

∣∣∣∣∣
]
≤ C√

n

ただし，{σi}ni=1 は i.i.d.の Rademacher確率変数
(P(σi = 1) = P(σi = −1)).

Pred. Risk
Emp. Risk

Uniform bound

局所 Rademacher複雑度 + peeling device: 二乗損失の強凸性を利用

Ex,σ

[
sup
h∈H

| 1n
∑n

i=1 σih(xi )|
∥h∥L2 + λ

]
≤ C

λ− s
2

√
n

∨ λ− 1
2

n−
1

1+s

真の周辺でよりタイトなバウンド

Pred. Risk
Emp. Risk

Uniform bound
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交互最適化の収束

0 5 10 15 20 25

Number of iterations
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MSE E[∥f̂ [t] − f ∗∥2] v.s. 更新回数 t
複数のサンプルサイズ nで比較.
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ベイズ推定の理論
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事後平均の収束
f̂ : 事後平均

f̂ =
∫
f Π(df |(x1, y1), . . . , (xn, yn)).

f ∗: 真の関数

f ∗(x (1), . . . , x (K)) =
∑d∗

r=1 f
∗(1)
r (x (1))× · · · × f

∗(K)
r (x (K)).

∥f ∥2n =
∑n

i=1 f (xi )
2.

Theorem

もし，真の関数が f
(k)∗
r ∈ Hr ,k (∀(r , k)) かつmaxr ,k ∥f (k)∗r ∥∞ ≤ R を満たすなら，

推定誤差は

EY1:n|x1:n

[
∥f̂ − f ∗∥2n

]
≤C

{
(R + 1)2(K−1)

d∗∑
r=1

K∑
k=1

n
− 1

1+s(r,k) +
d∗

n
log

(
1

κξ

)}
,

と抑えられる．ただし，0 < s(r ,k) < 1はカバリングナンバー条件の指数:

logN(BHr,k
, ϵ, ∥ · ∥n) = O(ϵ−2s(r,k)),

ただし，BHr,k
は RKHSHr ,k の単位球で N(BHr,k

, ϵ, ∥ · ∥n)はそのカバリングナ
ンバー．
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例: Matérn prior

Xk = [0, 1]p

f
(k)∗
r ∈ W α,2[0, 1]p: ソボレフ空間 (α-回微分可能で，その微分係数が L2)

ナイーブな方法: テンソル分解の構造を使わず真の関数 f ∗ を空間全体
X = X1 × · · · × XK 上でそのまま推定.

n−
2α

2α+Kp .

/次元の呪い
本研究の方法:

d∗Kn−
2α

2α+p .

,次元の呪いを回避
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ガウス過程回帰のリスクバウンド

観測ノイズに適当な仮定を置くことで, 次の定理を得る．

Theorem (PAC-ベイズバウンド (Dalalyan & Tsybakov, 2008))

事前分布 Πに対して絶対連続なすべての確率測度 ρに対して，以下の不等式が
成り立つ．

EY1:n|x1:n

[
∥f̂ − f ∗∥2n

]
≤

∫
∥f − f ∗∥2ndρ(f ) +

βK(ρ,Π)

n
.

平行移動した集合の測度 ガウス測度 µとすべての原点対称なボレル集合 A
について

− log(µ(A+ h)) ≤ 1

2
∥h∥2Σ−1 − log(µ(A)).

これらを合わせると,

E[∥f̂ − f ∗∥2n] ≲ ϵ2n +
∥f ∗∥2H

n
− 1

n
log(GP({f | ∥f ∥2n ≤ ϵ2n}))︸ ︷︷ ︸

小球確率
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ミニマックス最適性

導かれた上界はミニマックス最適性を（定数倍を除いて）満たす.

ランク d∗ のテンソルの集合:

H(d∗,K)(R) :=

{
f =

d∗∑
r=1

K∏
k=1

f (k)r

∣∣∣∣ f (k)r ∈ H(r ,k)(R)

}
.

Theorem (ミニマックスリスク)

inf
f̂

sup
f ∗∈H(d∗,K)(R)

E[∥f ∗ − f̂ ∥2L2(PX )] ≳ d∗Kn−
1

1+s ,

ただし，E[·]は訓練データの出方に関する期待値，inf はすべての推定量 f̂ につ
いてとる.

ベイズ推定量は定数倍を除いてミニマックス最適性を満たす.
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数値実験 (実データ)

マルチタスク学習 [非線形回帰]

Restaurant data: 138人の客× 3項目 (料理, サービス, 全体)

レストランの評価 (3段階)を予測
レストランは 44次元の特徴ベクトルで表現 → レストランに対して評価を
予測する関数を客と項目ごとに推定．

f (客,項目, xレストラン) =
∑d

r=1 α客,rβ項目,r fr (xレストラン)
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数値実験 (実データ)

マルチタスク学習 [非線形回帰]

Restaurant data: 138人の客× 3項目 (料理, サービス, 全体)

レストランの評価 (3段階)を予測

レストランは 44次元の特徴ベクトルで表現 → レストランに対して評価を
予測する関数を客と項目ごとに推定．

f (客,項目, xレストラン) =
∑d

r=1 α客,rβ項目,r fr (xレストラン)
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数値実験 (実データ)

マルチタスク学習 [非線形回帰]
Restaurant data: 138人の客× 3項目 (料理, サービス, 全体)
レストランの評価 (3段階)を予測
レストランは 44次元の特徴ベクトルで表現 → レストランに対して評価を
予測する関数を客と項目ごとに推定．

f (客,項目, xレストラン) =
∑d

r=1 α客,rβ項目,r fr (xレストラン)

非線形な手法

線形
線形+非線形
線形+非線形
交互最適化
ベイズ

交互最適化

ベイズ法が若干良い．交互最適化もそれなりに良い精度．
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オンラインショッピング購買予測

Yahoo!ショッピングからデータの購買データを取得
ショップ × 商品 × 客 (508ショップ, 100商品)
その店でその客がその商品をいくつ買うかを予測．
客は 65次元特徴ベクトルで表現．ガウスカーネルを利用．
ショップも特徴ベクトルで表現し，類似度を構成．

 10
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 15

 16

 4000  6000  8000  10000  12000  14000

M
S
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Sample size

GP-MTL(cosdis)
GP-MTL(cossim)

AMP(cosdis)
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Figuur: Yahoo! shoppingの購買予測．店間の異なる類似度で比較．
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各種手法の比較

手法 行列型正則化法 線形ベイズ 交互最適化 非線形ベイズ
非線形性 線形 線形 非線形 非線形
計算量 ◎ × ○ ×
統計的性質 × ◎ ○ ◎

計算量と統計的性質にはトレードオフがある．
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まとめ

線形テンソルモデルと非線形テンソルモデルで（ほぼ）最適な推定方法を
導出．

ミニマックス最適レートを導出.

統計的性質と計算量にはトレードオフの関係があった.

線形モデル
手法 最小二乗法 行列化による凸正則化 ベイズ

誤差上界

∏K
k=1 Mk

n

d
√∏

k Mk

n

d(
∑K

k=1 Mk) log(n)

n

ノンパラメトリックベイズ推定量の予測誤差バウンド

E[∥f̂ − f ∗∥2n] ≤ Cd∗Kn−
1

1+s .

ミニマックス最適レート

min
f̂

max
f ∗∈H(d∗,K)(R)

E[∥f̂ − f ∗∥2L2
] ≳ d∗Kn−

1
1+s .
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