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multi-armed bandit 問題とは[Robbins 1952]	

．．．	

時刻tにおける 
報酬(reward) x1(t) x2(t) xK(t) playerは知らない 

(選んだスロットマシンにつ 
いてのみ知ることができる）	

1.  K台のスロットマシンから１台のスロットマシンitを選ぶ。 
2.  選ばれたスロットマシンitから報酬           を得る。	

各時刻t(=1,2,…)においてplayerは以下のことを行う。	

! tE(xit (t)
t=1

!

" )

)t(x
ti

スロットマシンID 1 2 K 

!1,!2,... : discount sequence	 (0 ! ! t !1)

目標: expected total discounted reward の最大化	
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最も単純なmulti-armed bandit 問題	

．．．	

スロットマシンID 1 2 K 

成功確率	 θ1 
playerは知らない 
時刻によらず一定	θ2 θk 

報酬	 x1(t) x2(t) xK(t) 
xi (t) =

1 if success
0 if fail      

!
"
#• x1(t), x2(t),…,xK(t)は独立 

•  xi(1), xi(2),…は未知の成功確率θiのBernulli process 
主な目標	

試行回数	 discount sequence	 最大化	

無限(infinite horizon)	 geometric discount	

T回(T-horizon)	 T-horizontal uniform discount	

! t = !
t!1  (0<!<1) ∑

∞

=

−

1

1

t
i

t ))t(x(E
t

γ

E(xit (t)
t=1

T

! )
!1 = !2 = ! ! != !T =1,  !T+1 = !T+2 = ! ! != 0
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知識の獲得と利用のトレードオフ	

知識の獲得と利用のトレードオフ	
(exploration-exploitation trade-off)	

選択回数の少なスロット 
を選んで成功確率θiの 
推定値　　の信頼度を 
上げる	

成功確率の推定値 
が最大のスロットiを 
選択する	
 

iθ̂

iθ̂

トレードオフ	

知識の獲得(exploration)	 知識の利用(exploitation)	
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バンディット問題の位置づけ	
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すべてのアーム 
(Full Information)	

選んだアーム 

能動学習 

バンディット 

報酬の情報	

訓
練
叉
吝
吐
吟
叏
分
離
度	

オンライン	

オフライン 
（バッチ）	

エキスパート統合 

知識	

利用	

獲得	
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バンディット問題の例	

n クリニックトライアル 
n ネットワークにおけるルート選択 
n リコメンデーション•広告配信 
n 商品価格の設定 
n バンディット版オンライン最短路問題	
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stableなstochastic multi-armed bandit 問題	

．．．	

スロットマシンID 1 2 K 

報酬分布	 F1(x|θ1) 

報酬	 x1(t) x2(t) xK(t) 

F2(x|θ2) FK(x|θK) ~
	

~
	

~
	

期待報酬	 µ1 µ2 µK 

xi(s),xj(t) (i≠j,s,t=1,2,…) 
は独立	

（神様の）最適戦略：ずっと　　　　　　　　　　　を選び続ける	i*= argmax
i

µi
目標 
(1)ベイズ最適な戦略 
(2) 期待リグレット(神様の最適戦略による報酬との差)最小化 
　　　T-horizonの場合	

µ *T !E( xit (t)
t=1

T

" ) = µ *T ! µi
i=1

K

" ni
ただし 
µ*=maxiµi, ni: it=iの回数	
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One-armed bandit 問題	
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スロットマシンID 1 2 

報酬分布	 F1(x|θ1) F2(x|θ2) 

期待報酬	 unknown	 p (known)	

報酬	 x1(t) x2(t) 

~
	

~
	

θ1~G(θ):事前分布	

!(t) = sup
N
E( ! s!1x1(t !1+ s))

s=1

N

! 1"! N

1!!

最適戦略：	it=1の最適戦略とit=2の最適戦略で 
discounted total rewardが大きい方を選ぶ	

⇔　	it =
1 if !(t)> p
2 otherwise

"
#
$

%$
ただし	

：マシン1のGittins Index	
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K-armed bandit 問題のGittins Index	

．．．	

スロットマシンID 1 2 K 

報酬分布	 F1(x|θ1) 

報酬	 x1(t) x2(t) xK(t) 

F2(x|θ2) FK(x|θK) ~
	

~
	

~
	

!i (t) = sup
N
E( ! s"1xi (t "1+ s))

s=1

N

# 1"! N

1"!

(θ1, θ2,…,θK)~ 
　G(θ1, θ2,…,θK):事前分布	

最適戦略：	it = argmax
i

!i (t)

ただし	 ：マシンiのGittins Index	

定理 [Gittins and Jones 1974]　常にGittins Indexが最大のスロット	
	

マシンを選ぶ戦略は、expected total discounted reward                  　　　 	
	

を最大化する(ベイズ最適である）。	

∑
∞

=

−

1

1

t
i

t ))t(x(E
t

γ
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最も単純なK-armed bandit問題のGittins Index(1/2)	

成功回数がα、失敗回数がβであるようなスロットのGittins Index G(α,β)	

（成功回数,失敗回数）=(α,β)であるような成功確率未知のスロットマシン1と、 

成功確率がpであるとわかっているスロットマシン2があったとき、 

その時刻にどちらのスロットマシンを選んでも、 

optimal expected total discounted rewardが同じになるようなp 

．．．	

スロットマシンID 1 2 K 

成功確率	 θ1 
playerは知らない 
時刻によらず一定	θ2 θk 

報酬	 x1(t) x2(t) xK(t) 
xi (t) =

1 if success
0 if fail      

!
"
#
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最も単純なK-armed bandit問題のGittins Index(2/2)	

①は十分大きなα、βに対するR(α,β,p)を	 ))(( 21
1

++−

+

βαγ

α
で近似し、	

その近似を使って動的計画法を行うことにより近似計算可能	

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+

++

+
++

++

+
+

++

+
=

−
)p,,(R)p,,(Rp 1

2
11

2
1

2
1

1
βα

βα

β
βα

βα

α
γ

βα

α

γ
① 

成功確率θ1はパラメータ(α,β)のベータ分布従うとすれば	

R（α,β,p):（成功回数,失敗回数）=(α,β)であるような成功確率未知のスロットマシン1 
               と成功確率がpであるとわかっているスロットマシン2があるときの 
                optimal expected total discounted reward 
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T-horizon の場合の主な戦略	

・ε-greedy [Sutton & Barto 1998] 

1‐εの確率でそれまでの平均報酬が最大のマシンを選び、 
εの確率でランダムに選ぶ。 
         ⇒T→∞としてもリグレットは線形で増える	
・UCB1 [Auer, Cesa-Bianchi & Fisher 2002] 

j
j n

tlnx 2
+時刻tに　　　　　　　が最大のマシンjを選ぶ。	 　:マシンjのそれまでの平均報酬 

      :マシンjをそれまでに選んだ回数	
jx
jn

・Upper Confidence Indexによる方法 [Lai & Robbins 1985,Aggrawal 1995] 

漸近的にベイズ最適な方法 

E(ni )!
T!"

logT /D(Xi || Xi*) where ni : it = i                の回数,  
Xi~Fi(x|θi), i*=argmaxi µi	KL情報量	

8 1
µ *!µii:µi<µ*

!
"

#
$
$

%

&
'
'
logT + 1+ !

2

3
!

"
#

$

%
& (
i=1

K

! µ *!µi )リグレット上界	
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adversarial bandit 問題 [Auer et al. 2002]	

時刻tにおける 
報酬(reward) x1(t) x2(t) xK(t) 悪魔が選ぶ。 

playerは知らない	

1.  K台のスロットマシンから１台のスロットマシンitを選ぶ。 
2.  選ばれたスロットマシンitから報酬           を得る。	

各時刻t(=1,2,…,T)においてplayerは以下のことを行う。	

期待リグレット	 を小さくするアルゴリズムAは？	max
i

xi (t)!
t=1

T

! E(GA (T ))

)t(x
ti

xi(t)∈[0,1] for all i=1,2,…,K 

∑
=

=
T

t
iA )t(x)T(G
t

1
: （乱択)アルゴリズムの時刻Tにおける総利得	

．．．	

スロットマシンID 1 2 K 
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乱択アルゴリズムExp3 [Auer et al. 2002]	

Algorithm Exp3 
Parameter: γ∈(0,1] 
Initialization: wi(1)←1 for i=1,2,…,K 
 

for t=1 to T 
 

1.    

 
 
2.   itをp1(t),…,pk(t)の分布に従ってランダムに選ぶ 
3.  報酬　　　　　　　　　を得る 
4.  for j=1,…,k 

pi (t)! (1"! ) wi (t)

wj (t)
j=1

k

#
 +  ! 1

K
        for i =1,...,K

],[)t(x
ti

10∈

)K/)t(x̂exp()t(w)t(w
otherwise

iif j(t)(t)/px
)t(x̂

jjj

tjj
j

γ←+
⎩
⎨
⎧ =

←

1
0

// exponential-weight algorithm  
                                          for exploration and exploitation 

知識の利用	 知識の獲得	

E(x̂i (t)) = xi (t)
不偏推定量になる! 

 
	

乱択版Hedge 
(full information設定) 
との違い 
1.選択確率に一様分布を 
   加える 
2.重みの更新に推定報酬 
   を使う	
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Exp3の期待リグレット[Auer et al. 2002]	

KlnTK.)]T(G[E)T(G Expmax 6323 ≦−

∑
=

=
T

t
jjmax )t(xmax)T(G

1
:１つのスロットマシンを選び続けた場合の総利得の最大値	

（注意：xj(t)∈[0,1]より、Gmax(T)‐GExp3(T)≦Tが成立）	

また、ある報酬割当分布が存在し、どのような乱択アルゴリズムAに対しても	

{ }T,TKmin)]T(G)T(G[E Amax 20
1

≥−

が成り立つ。ただし、期待値は報酬割当とアルゴリズムの乱択の両方に関して 
とるものとする。	

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
= のとき

T)e(
KlnK,min
1

1γ

stable stochastic	 adversarial	
期待リグレット	 O(logT ) !( T )
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multiple play設定	

広告配信 
システム	

•プレーヤーは 
K本のアームから 
k(≧1)本の異なる 
アームを選択する	

•報酬は選択した 
アームの各々か
ら得られる	

•報酬は同時に選択 
された他のアームに 
影響されない	

•KCkのアームから１
つのアームを選択す
る問題ともみなせる 
→次元がΩ(Kk)となり 
性能に期待できない 
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Exp3のmultiple play版 
[Uchiya, Nakamura & Kudo 2010,Kale, Reyzin & Shapire 2010], 	

n 各アームiの選択確率がpiになるようにk本選択 
– メリット: 報酬xj(t)の不偏推定量となる推定式がそのまま使える 

–  次の条件を満たさなければならない 

    Exp3のアーム選択確率{pj}に対してはΣjpj=1 
    →各アームiをkpjで選択するように変更 
　 →pj≦1/kを満たす必要がある 
　 →pjは重みの割合wi/Σjwjで決まるので 
　　capping法[Warmuth & Kuzmin 2008]を用いて大きな重みをカット 
–  O(K)で効率よく選択できる方法が存在する 
　　Dependent Rounding 法[Gandhi et al. 2006]	

21	

IBIS2011企画セション「オンライン予測」	2011/11/11	

x̂ j (t)!
x j (t) / pj (t) if  j = it
0 otherwise

"
#
$

%$

0 ! pj !1,  pj = k
j=1

K

"
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Capping法 [Warmuth & Kuzmin 08] 	

22	
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(1,0,0)	

(0,1,0)	

(0,0,1)	

(0,1/2,1/2)	
(1/2,0,1/2)	

(1/2,1/2,0)	

p(t)が凸集合　　の外に出てしまった場合、 
p(t)を　　に射影したベクトルをp(t)として 
用いる。 

Bk
K

相対エントロピー	d(u,v) = ui ln
ui
vii=1

K

! を用いた場合 

u! Bk
K は argmin

v!Bk
K
d(u,v) へ射影される。	

(1/4,2/3,1/12)	

(3/8,1/2,1/8)	

K=3, k=2のとき	

B2
3

p(t)! Bk
K = y ! 0,1 / k[ ]K : yi =1

i=1

K

"
#
$
%

&
'
(
を満たさなければ 
ならない	

Bk
K

Bk,!
K = y ! 0,1 / k "! /K

1"!
#

$
%

&

'
(

K

: yi =1
i=1

K

)
*
+
,

-,

.
/
,

0,

バンディットの場合は重みのベクトル(w1/Σjwj,…,wK/Σjwj)を	

へ射影	
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multiple play 設定のリグレット上界	

23	
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2k (e! 2)T ln K
k

損失版は[Warmuth & Kuzmin 08]	

(e!1)K
(e! 2)k

倍	

Gmax!k !E[GBCH ],Gmax!k !E[GExp3.M ]" 2 (e!1)TK ln K
k

BCH: Bandit版Capped Hedge Algorithm 
Exp3.M: Bandit版Modified Capped Hedge Algorithm  
                                         [Uchiya, Nakamura & Kudo 10]	

Cf.　full Informationの場合は 	

Gmax!k =
def

max
S"{1,...,K}, |S|=k

xi (t)
t=1

T

#
i$S
#ただし	



北海道大学 Hokkaido University 

Combinatorial Bandit問題[Cesa-Bianki & Lougosi 2009]	

n 各時刻tにおいて、K本のアームの集合X={1,2,…,K}において、
あらかじめ決められた部分集合族S⊆2Xからアームの集合St
を選択 

 

     multiple playの場合：S={U⊆X: |U|=k} 

n 選らばれたアームに対する報酬の合計            のみ知らされる 

n 各アームの報酬は、同時に選択された他のアームの報酬に
影響されない	

24	
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xi (t)
i!St

"
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ComBandアルゴリズム[Cesa-Bianchi & Lougosi 2009]	

n 集合SをK次元ベクトル1S∈{0,1}Kで表現 
n 集合S毎に重みqSをもつ 
n 集合族S上の確率分布{pS}に従ってStを選択 
　ただし、 
　　　　　　　pS=(1−γ)qS+γ/K 
n アドバーサリーが決めた報酬x(t)=(x1(t),…,xK(t))に対し、 
　プレーヤーが選んだStに属するアームに対する報酬の合計 
　　　　　　が与えられる 
n  x(t)の不偏推定量となる推定値　　　　を次式で求める 

n  Sに対するロスの推定値          を使って、exponentialにqSを更新　　　　 

25	
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x(t)T1St

x̂(t) = (x(t)T1St )Pt
!11St   where Pt = E{pS }[1S1S

T ]

x̂(t)

x̂i (t)
i!S
"



北海道大学 Hokkaido University 

Combinatorial Bandit問題のリグレット上界 
	

26	

E(LComBand )!minS"S
x(t)T1S #

t=1

T

$ 2+ B
K!min (M )

%

&
'

(

)
*B TK lnN

B =max
S!S

| S |,   N =| S |

M =
1
N

1S1S
T

S!S
"

ただし、 

λmin: Mの非ゼロ最小固有値	

Cf. 上の上界をmultiple play設定に適用すると 

O k3TK lnK( ) ←Capping法をよるアルゴリズムよりO(k)倍悪い	
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online linear optimization 問題 [McMahan and Blum 2004]	

時刻tにおける 
報酬ベクトル	

xt 悪魔が選ぶ。 
playerは知らない	

1.  Qから１点qtを選ぶ 
2.  選ばれた点qtに対する利得 xt・qt を得る。	

各時刻t(=1,2,…,T)においてplayerは以下のことを行う。	

期待リグレット	 を小さくするアルゴリズムAは？	max
q!K

xt "q#
t=1

T

$ E(GA (T ))

xt∈Rn  

∑
=

⋅=
T

t
ttA qx)T(G

1
: （乱択)アルゴリズムの時刻Tにおける総利得	

Q⊆Rn :コンパクト閉凸集合	
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Abernethyらのアルゴリズム [Abernethy et al. 2008]	

Algorithm BOLO (仮称)              // Bandit Online Linear Optimization 
Input: η>0, θ-self-concordant   
Initialization: 
for t=1 to T 
 

1.  {e1,e2,…,en}←∇2Γ(qt)の固有ベクトル 
　　{λ1,λ2,…,λn}← ∇2Γ(qt)の固有値 
2.   itを{1,2,…,n}からランダムに選ぶ。 
　　εtを{‐1,1}からランダムに選ぶ。 
3.  　 
4.  報酬 xt・rt を得る。 
5.  次のように更新する。	

x̂t ! n(xt "rt )!t!it
1/2eit

qt+1! argmin
q#Q

$ x̂t "q+%(q)
s=1

t

&

!(")

tt i
/

ittt e21−+← λεqr

q1! argminq"Q #(q)

max
q!Q

E( xt "q
t=1

T

# )$E(GBOLO (T ))

                     =O n !T lnT( )
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≥= のときTlnT,

Tn
Tln

θ
θ

η 8
4

期待リグレット	
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Gaussian Process バンディットアルゴリズム(1/2) 
[Dorand,Glowacka & Showe-Taylar 2009]	

X: アーム集合 
κ: X上のカーネル（アーム間の報酬の共分散を表す） 
各アームxの報酬yは次式により与えられるとする。 
　　　　　y=f(x)+ε        where ε~N(0,σ2) 
f~GP(0,κ(x,x’))と仮定(事前分布) 
　　　E(f(x))=0 for all x∈X 
        E[f(x)f(x’)]=κ(x,x’) for all x,x’∈X 
(x1,y1),…,(xt,yt)を得た後のf(x)の事後分布はN(µt(x),σt

2(x)) 
ただし、　　　(Ct)i,j=κ(xi,xj)+σ2δi,j 

                      (kt(x))i=κ(x,xi) 
                      µt(x)=kt(x)TCt

−1yt 

                      σt
2(x)=κ(x,x) − kt(x)TCt

−1kt(x) 
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Gaussian Processバンディットアルゴリズム(2/2)	

30	
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UCBタイプのアームの選択を行う	

xt+1=argmaxx∈X{ft(x)=µt(x)+B(t)σt(x)}	

where B(t): 知識の利用と獲得のバランスをとる関数 	

UCB1では　　　　　　に比例する量	log t
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目次	

1. バンディット問題とは 
2. stableな確率的バンディット 問題の解法 

(1) infinite horizon (geometric discount)の最適手法 
(2) finite horizonの手法 

3. Adversarial バンディット問題の解法 
4. バンディットの拡張 

(1) multiple play 
(2) combinatorial bandit 
(3) online linear optimization 
(4) Gaussian Process Bandit 

5. バンディット問題の応用 
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バンディットの応用(最近の話題）	

n ゲームの探索木における準最適手の探索 
　UCT[Kosis & Szepesvari 2006] 

n ニュース記事のリコメンド 
　LinUCBを使ったcontextual バンディット手法 
   [Li, Chu, Langford & Schapire 2010]  

  ログデータを使ってオフラインでバンディット手法を評価する方法 
　[Li, Chu, Langford & Wang 2011] 
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