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Hannan-Quinnの命題は、線形回帰でも、ガウス型Baysianネット
ワークの構造推定でも正しい

The Hannan-Quinn proposition is true for learning linear regression

and Bayesian network structures

鈴木譲∗

Joe Suzuki

Abstract: This paper proves dn = 2 log log n is the smallest {dn}∞n=1 such that the in-
formation criterion H + (k/2)dn, where H is the empirical entropy of n examples and k

is the number of parameters that express the probability distribution, satisfies consistency
for the problem of learning linear regression. Thus far, the problem was solved only for the
problems of learning ARMA (autoregressive moving average, Hanann-Quinn, 1979) and
conditional probabilities (Suzuki, 2006). The new result is good for learning the structure
of Gaussian Bayesian networks as well.
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1 まえがき
AICやMDL/BICといった情報量基準は、統計科学
の諸問題でよく適用されている。ここで、例の個数を n

とすれば、尤度の最大値にマイナスをつけたもの (経験
的エントロピー) にパラメータ数もしくはパラメータ数
を加えた値を AIC、それに ×(1/2) log n を加えた値を

MDL/BICといっている。一般的に、dn/n → 0となる
正実数列を {dn}∞n=1、モデル gの経験的エントリピーお

よびパラメータ数をそれぞれH(g), k(g)とおいて

H(g) +
k(g)

2
dn

(情報量基準) を最小にするモデルを選択する問題とし
て定式化できる。AIC なら dn = 2、MDL/BIC なら
dn = log nというふうにである。つまり、情報量基準の

{dn}の選び方は無数にある。
モデル選択で、{dn}の選び方によって、n → ∞で正
しいモデルを見出す性質 (一致性)がどのようにかわる
かが、よく議論される。

1. 各 nで正しいモデルを選択する確率が 1に収束す
る (弱一致性)
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2. 正しくないモデルが有限回しか選択されない例の
無限列の集合に対して確率測度 1が割当てられる
(強一致性)

MDL/BIC(dn = log n)では両方の性質が満足されるが、
AIC(dn = 2)では両方とも満足されない。一般に、dn

が小さいと過学習が原因で、強一致性が満足されない。

無論、モデル選択において一致性だけが要求されるす

べての性能ではないが、本論文では、強一致性を満足す

る最小の {dn}とな何かについて議論する。
情報量基準は、適用する問題によって、経験的エントロ

ピーとパラメータ数の定義が異なる。1979年にHannan-
Quinnは、ARMA(Autoregression Moving Average,自
己回帰移動平均)の場合、「dn = 2 log log nが強一致性

を満足する最小の {dn}である」(本論文では、Hannan-
Quinn の命題とよぶ) ことを証明した。そして、dn =
2 log log nとする情報量基準 HQが、ARMA以外の問
題にも適用されるようになった。しかしながら、Hannan-
Quinnのオリジナル論文からわかることであるが、Hannan-
Quinnの命題の証明が、ARMAという問題の性質に強
く依存しており、線形回帰をはじめとする他の問題で同

じ性質が真であるか否かは、証明がされていない。ただ、

そういうことに頓着せずに、ARMA以外の問題に HQ
を無造作に使う人は多い。

ただ、ごく最近になって、データマニングやパター



ン認識でよく用いられる条件付確率の学習について、

Hannan-Quinnの命題が正しいことが証明された (Suzuki,
2006)。このことは、有限型Bayesianネットワークの構
造推定においても、Hannan-Quinnの命題が正しいこと
を意味する。

本論文では、線形回帰においてもHannan-Quinnの命
題が正しいことを証明する。この問題の解決は、非常に

大きな意義があると思われる。そうでないと、情報量基

準を適用する際に、Hannan-Quinnの命題が証明されな
いと、HQを適用する意味が見出されないからである。
強一致性は例では検証できないため、線形回帰でHannan-

Quinnの命題が真であるか否か、予想することは容易で
はなかった。線形回帰で、HQ以外では、

dn

log log n
→ ∞

が過去に知られた強一致性を満足する最小の {dn}の十
分条件である (Rao-Wu, 1989)。

2節で、ARMAと条件付確率で Hannan-Quinnの命
題がどのように証明されたかの概略を簡潔に述べる。3
節で、まず、線形回帰で情報量基準を適用した場合のモ

デル選択の漸近的な誤り率の公式を導く (3.1節)。これ
は副産物ではあるが、主結果の証明への重要なステップ

となる。3.2節でHannan-Quinnの命題の証明をおこな
う。さらに 4節で、線形回帰とガウス型 Bayesianネッ
トワークの構造学習の問題との関係をのべ、後者におい

てもHannan-Quinnの命題が正しいことを証明する。5
節で、本論文のまとめをおこなう。

2 Hannan-Quinnの命題が証明され

た例

2.1 ARMA

以下では、{Wi}∞i=−∞を平均 0分散 1の独立同一分布
にしたがう確率変数の列、{Xi}∞i=−∞ を平均 0、

Xi =
k∑

j=1

λjXi−j + Wi

および実数 {λi}k
i=1で定義される確率変数の列とする (自

己回帰移動平均, autoregressive moving average)。ここ
で、E[Xi] = 0であり、また {Xi}は定常であるので、
m ≥ 0として、γm := EXiXi+mは iによらず、また以

下の方程式 (Yule-Waker方程式)が得られる。

γm =
k∑

j=1

λjγm−j + δ0mσ2

Cramerの公式を用いて、{γm}k
m=0の値から、(k+1)×

(k+1)の連立一次方程式の解として、σ2および{λm}k
m=1

の値が得られる。

一般に、{γm}k
m=0 の値は、未知であるので、その実

現値

x = (x1, · · · , xn) ∈ X1(Ω) × · · · × Xn(Ω)

から、

x̄ :=
1
n

n∑
i=1

xi

および

γ̂m := γ̂−m :=
1
n

n−m∑
i=1

(xi − x̄)(xi+m − x̄)

を計算して推定する。したがって、Yule-Walker方程式
は、以下のようにかける。

−1 γ̂1 γ̂2 · · · γ̂k

0 γ̂0 γ̂1 · · · γ̂k−1

0 γ̂1 γ̂0 · · · γ̂k−2

...
...

...
...

...
0 γ̂k−1 γ̂k−2 · · · γ̂0





σ̂2
k

λ̂1,k

λ̂2,k

...
λk,k


=



−γ̂0

−γ̂1

−γ̂2

...
−γ̂k


,

特に、次数 kが未知であれば、各 kについて上記の連立

方程式を解き、

L(xn, k) =
n

2
log σ̂2

k +
k

2
dn

の値を計算して、この値を最小にする k を推定値とす

る。この kを求める操作を ARMAの学習とよぶ。
一般に、

σ̂2
k = {1 − λ̂2

k,k}σ̂2
k−1

が成立する。したがって、k = 1, 2, · · · に対して、

2{L(xn, k) − L(xn, k − 1)}

= n log
σ̂2

k

σ̂2
k−1

+ dn

≤ −n(1 − σ̂2
k

σ̂2
k−1

) + dn (1)

= −nλ̂2
k,k + dn

なる変形ができる。また、n → ∞で、k ≤ k∗に対して

は、
σ̂2

k

σ̂2
k−1

は 1より小さな値に概収束する。したがって、

(1)より、

L(xn, 0) > L(xn, 1) > · · · > L(xn, k∗ − 1) > L(xn, k∗)



が確率 1 で成立する。他方、k ≥ k∗ + 1 に対しては、
σ̂2

k

σ̂2
k−1

は 1に概収束する。Hannan-Quinn(1979)は、重

複対数の法則から、

λ̂2
k,k

2n−1 log log n
≤ 1

が確率 1 で成立することを証明し、dn = 2c log log n

(c > 1)について

L(xn, k∗) < L(xn, k∗ + 1) < · · ·

が確率 1で成立することを証明した。

2.2 条件付確率

X,Y : Ω → Rを確率空間 (Ω,F , µ)における確率変数
とし、Y が有限 (|Y (Ω)| < ∞)であることを仮定する。
以下では、σ-集合体 G1,G2 が A ∈ G1 =⇒ A ∈ G2 を満

足するとき、G1 ⊆ G2とかくものとする。また、µは確

率測度であり、µ(Ω) = 1を満足する測度である。
以下では、事象 (X = x)のもとでの、事象 (Y = y)
の条件付確率を µY |X(y|x), x ∈ X(Ω), y ∈ Y (Ω)で表
記する。X(Ω)における同値関係∼を、x, x′ ∈ X(Ω)に
ついて

µY |X(y|x) = µY |X(y|x′), y ∈ Y (Ω) ⇐⇒ x ∼ x′

で定義する。実際、

1. x ∼ x

2. x ∼ x′ ⇐⇒ x′ ∼ x

3. x ∼ x′, x′ ∼ x′′ =⇒ x ∼ x′′.

が成立する。この同値類で生成される事象の集合を G ⊆
F とかく。条件付確率の学習では、n個の独立に発生し

た例 zn = (z1, · · · , zn),

zi := (xi, yi) ∈ X(Ω) × Y (Ω) , i = 1, 2, · · · , n

から、モデル G を見出す問題として定義されるものと
する。

本稿では、例 zn ∈ Xn(Ω) × Y n(Ω)から

L(zn,G) := H(zn,G) +
k(G)

2
dn ,

(情報量基準)の値を比較して、それを最小にする Gを、
学習結果とよぶ。ただし、H(zn,G)を経験的エントロ
ピー、k(G)をそのパラメータの数とした。
学習の誤りは、真の G を G∗、推定された G を Ĝn と

かくと、

1. Ĝn = G∗

2. Ĝn ⊃ G∗ (過学習)

3. Ĝn ̸⊇ G∗ (未学習)

に大別できる。fl で自由度 lの χ2 分布の確率密度関数

をあらわすものとする。

命題 1 (Suzuki, 2006) 1. G ⊃ G∗ への誤り確率は∫ ∞

{k(G)−k(G∗)}dn

fk(G)−k(G∗)(x)dx

2. 確率 1で、G (̸⊇ G∗)への誤り確率は 0

3. dn = 2c log log n (c > 1)で、確率 1で誤り確率は
0

X(1), · · · , X(N)を有限の値をとる確率変数とし、π(i) ⊆
{1, · · · , i − 1}(i = 1, · · · , N)について、

1. X(i) と {X(j)}j∈{1,··· ,i−1}\π(i) が {X(j)}j∈π(i) の

もとで、条件付独立であり、

2. π(i) の真部分集合について、条件付独立でない

この条件を満足する π := (π(1), · · · , π(N))は一意にきま
る (有限型 Bayesianネットワークの構造)。|X(i)(Ω)| =
α(i)とおくと、確率パラメータの数は、k(π(i)) := (α(i)−
1)

∏
j∈π(i) α(j)となる。学習の誤りは、真の π(i)を π

(i)
∗ 、

推定された π(i) を π̂
(i)
n とかくと、

1. π̂
(i)
n = π

(i)
∗

2. π̂
(i)
n ⊃ π

(i)
∗ (過学習)

3. π̂
(i)
n ̸⊇ π

(i)
∗ (未学習)

に大別できる。

系 1 1. π(i) (⊃ π
(i)
∗ )への誤り確率は、∫ ∞

{k(π(i))−k(π
(i)
∗ )}dn

f
k(π(i))−k(π

(i)
∗ )

(x)dx

2. 確率 1で、π(i) ( ̸⊇ π
(i)
∗ )への誤り確率は 0

3. dn = 2c log log n (c > 1)で、確率 1で誤り確率は
0



3 線形回帰の場合の証明
以下では、標本空間をΩとし、ϵを正規分布N (0, σ2)
にしたがう確率変数、Y, X1, · · · , Xp を

Y =
p∑

j=1

αjXj + ϵ

にしたがう確率変数、Xp+1, · · · , Xmを Y −
∑p

j=1 αjXj

とは独立な確率変数とする (0 ≤ p ≤ m)。
独立に生成した n個の例 {(yi, xi,1, · · · , xi,m)}n

i=1

yi ∈ Y (Ω), (xi,1, · · · , xi,m) ∈ X1(Ω) × · · · × Xm(Ω)

が得られたものとする。α =


α1

...
αm

 を未知として、
ϵi := yi −

∑m
j=1 αjxi,j

Xm :=


x1,1 . . . x1,m

...
. . .

...
xn,1 . . . xn,m

 , y :=


y1

...
yn

 , ϵ :=


ϵ1
...

ϵm


とおくと、y = Xmα + ϵ とかける。これを解くと、

α̂ = [α̂1, · · · , α̂m]T := (XT
mXm)−1XT

my が得られる。

他方、Pm := Xm(XT
mXm)−1XT

m とおくと、

P 2
m = Pm

(I − Pm)2 = I − Pm

がいえるので、このときの 2乗誤差は

Sm :=
n∑

i=1

(yi −
m∑

j=1

α̂jxi,j)2

= ||y − Xmα̂||2

= ||(I − Pm)y||2

= yT (I − Pm)y

とかける。同様に、n個の例 {(yi, xi,1, · · · , xi,p)}n
i=1か

ら出発する場合、

Xp :=


x1,1 . . . x1,p

...
. . .

...
xn,1 . . . xn,p

 , Pp := Xp(XT
p Xp)−1XT

p

とおくと、2乗誤差は

Sp := yT (I − Pp)y

となる。

したがって、2乗誤差の差は

Sp−Sm = yT (I−Pp)y−yT (I−Pm)y = yT (Pm−Pp)y

となる。ここで、

PT
m = (XT

m)T {(XT
mXm)−1}T XT

m

= Xm{(XT
mXm)T }−1XT

m = Pm

同様にPT
p = Ppが成立する。また、PpXp = Xp, PpXp =

Xp より、

PmPp = PmXp(XT
p Xp)−1XT

p = Xp(XT
p Xp)−1XT

p = Pp

PpPm = PT
p PT

m = (PmPp)T = PT
p = Pp

が成立する。したがって、Pp, I−Ppだけではなく、Pm−
Pp についても、

(Pm − Pp)2 = P 2
m − PmPp − PpPm + P 2

p = Pm − Pp

が成立する。このような性質を満足する正方行列は冪

等 (Idempotent)行列とよばれ、固有値として 0および
1 しかもたないことが知られている (Chatterjee-Hadi,
1987)。

3.1 モデル選択の誤り確率

命題 2
Sp − Sm

Sp/n
は、自由度 q := m − pの χ2 分布に

従う

証明: 簡単な計算から、行列 Pp のトレースが pとなる

ので、I −Pp, Pm−Ppのトレースはそれぞれ n−p, qと

なる。また、固有値 1の重複度もそれぞれ、n− p, qと

なる (固有値 0の重複度はそれぞれ、p, n − qとなる)。
まず、事象Xpのもとで、I−Ppの直交行列U = (ui,j)

を、u1, · · · , un−pの固有値が 1、un−p+1, · · · , unの固有

値が 0になるように選ぶと、Y の分散がσ2、
∑n

i=1 u2
j,i =

1より、zj := uT
j y =

n∑
i=1

uj,iyi は、

1. 1 ≤ j ≤ n − pに関して、N (0, σ2)にしたがう。

2. n − p + 1 ≤ j ≤ nに関して、値が 0

したがって、大数の強法則より、確率 1で

1
n

Sp =
1
n

n−p∑
j=1

z2
j → σ2 (2)

次に、事象Xmのもとで、Pm − Ppの直交行列 V =
(vi,j)を、v1, · · · , vqの固有値が 1、vq+1, · · · , vnの固有

値が 0になるように選ぶと、Y の分散がσ2、
∑n

i=1 v2
j,i =

1、vT
j vk = 0(j ̸= k)より、rj := vT

j y =
n∑

i=1

vj,iyi は、



1. 1 ≤ j ≤ q に関して、N (0, σ2)にしたがう (相互
に独立)。

2. q + 1 ≤ j ≤ nに関して、値が 0

したがって、n → ∞で、

Sp − Sm

σ2
=

q∑
j=1

z2
j

σ2
∼ χ2

q (3)

ここで、独立な標準正規分布にしたがう q個の確率変数

の 2乗和が自由度 qの χ2分布にしたがうことを用いた。

(2)(3)は、命題 2を意味する。

(証明終)

以下では、π ⊆ {1, · · · , N}について、{Xj}j∈π, Y の

2乗誤差を S(π)であらわし、

L(zn, π) := n log S(π) +
k(π)

2
dn

および k(π) = |π|とおく。ただし、π∗ ⊆ {1, · · · , N}を
真の πであるとする。また、

定理 1 π ⊃ π∗ について、L(zn, π) < L(zn, π∗)となる
確率は、 ∫ ∞

{k(π)−k(π∗)}dn

fk(π)−k(π∗)(x)dx

証明: まず、

2{L(zn, π) − L(zn, π∗)}

= n log
S(π)
S(π∗)

+ {k(π) − k(π∗)}dn (4)

= n log(1 − S(π∗) − S(π)
S(π∗)

) + {k(π) − k(π∗)}dn

= −S(π∗) − S(π)
S(π∗)/n

− Rn + {k(π) − k(π∗)}dn

(5)

の第 2項

Rn :=
1
2n

(nh)2

(θh − 1)2
, h :=

S(π∗) − S(π)
S(π∗)

, 0 < θ < 1

は、n → ∞で 0に概収束する。したがって、

L(zn, π) < L(zn, π∗)

⇐⇒ S(π∗) − S(π)
S(π∗)/n

> {k(π) − k(π∗)}dn (6)

命題 2より、これは定理 1を意味する。

(証明終)

定理 2 π ̸⊇ π∗について、確率 1でL(zn, π) > L(zn, π∗)

証明: 確率 1で
S(π)
S(π∗)

> 0となり、また dn/n → 0が成

立する。(4)より、これは定理 2を意味する。

(証明終)

3.2 Hannan-Quinnの命題の証明

命題 3
Sp − Sm

Sp
≤ q log log n (7)

証明: 記法は命題 2と同様とし、p+1 ≤ j ≤ mとする。

大数の強法則より、
√

nvi,j は確率 1で nによらない一

定値 δi,j に収束する。Zi :=
δi,jyi

σ
とおくと、

√
nvT

j yと

σ
n∑

i=1

δi,jyi

σ
= σ

n∑
i=1

Zi

の比が確率 1で 1になる。E[Zi] = 0, E[Z2
i ] = 1である

ので、重複対数の法則を適用すると、
√

nvT
j y/σ

√
n log log n

≤ 1

すなわち
vT

j y

σ
≤

√
log log n

が確率 1で成立する。これは、
Sp − Sm

Sp/n
≤ q log log n

が確率 1で成立することを意味する。

(証明終)

定理 3 dn := 2c log log n (c > 1) のとき、確率 1 で
L(zn, π) > L(zn, π∗)

証明: (6)と命題 3は、定理 3の成立を意味する。

(証明終)

4 ガウス型Bayesianネットワークの

構造学習の場合の証明
条件付確率の学習を、有限型Bayesianネットワークの

構造学習に適用したのと同様に、線形回帰の学習を、ガ

ウス型Bayesianネットワークの構造学習に適用すること
ができる。X(1), · · · , X(N)を確率変数、ϵ(i) ∼ N (0, σ2

i )
として、

X(i) =
∑

j∈π(i)

α(j)X(j) + ϵ(i)

を満足する π(i) を見出す問題となる。

定理 4 1. π(i)(⊃ π
(i)
∗ )への誤り率は、∫ ∞

{k(π(i))−k(π
(i)
∗ )}dn

f
k(π(i))−k(π

(i)
∗ )

(x)dx

2. 確率 1で、π(i)( ̸⊇ π
(i)
∗ )への誤り確率は 0

3. dn = 2c log log n (c > 1)で、確率 1で誤り確率は
0



5 まとめ
線形回帰の学習、およびその帰結として、ガウス型

Bayesianネットワークの学習に関して、Hannan-Quinn
の命題が真であることを証明した。そもそも、ARMAで
しか成立していなかったが、条件付確率 (Suzuki, 2006)
の場合に引き続いて、本論文によって、線形回帰の場合

でも解決された。長年未解決であり、喜んでいただける

ものと思われる。

過学習の誤り確率の計算で、条件付確率および線形回

帰のいずれにおいても、経験的エントロピーの差がパラ

メータ数の差を自由度にもつχ2分布にしたがうことがわ

かった。そして、ともにその性質を利用して、Hannan-
Quinn の命題が真となることが証明された。では、条
件付確率、線形回帰を含むどのような一般的な条件で

Hannan-Quinnの命題が真となるのであろうか。大変興
味深い。
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