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Abstract: Statistics of extremes deals with disastrous rare events like heavy rains, strong
winds, earthquakes, etc. For planning embankments and other constructions, or to sell the
insurance to cover the loss, the assessment of the possible severeness is essential. Frequently,
the possibility of the events, which people have never experienced, must be estimated, that
is we have to extrapolate statistically available data. A standard procedure is to make use
of the two types of basic distributions, the generalized extreme value distributions (GEV),
and the generalized Pareto distributions (GP). According to the available data one of two
distributions is adopted, the GEV for block maxima and the GP for threshold exceedances.
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1 まえがき
数理統計学の入門では，データに適合させる分布とし

てまず正規分布が出てくる．正規分布がデータに適合

可能であることは中心極限定理によって説明される．正

規分布の平均と分散は標本平均と不偏分散で推定され，

平均や分散に回帰構造が仮定される場合はパラメータ

は最尤法で推定される．一方，統計的信頼性理論では寿

命データにワイブル分布が適合される．ワイブル分布が

データに適合できることは最弱リンクモデルにより説明

される．

極値統計学の目的は，長期間または広領域等におけ

る最大値（または最小値）に関する推測である．最大値

に関する情報を有しているデータとして，標本を同じ

大きさのブロックに分けたときの各ブロックごとの最大

値データ（これを区分最大値データ（block maxima)と
よぶ），または標本の中で十分大きな閾値を超えるデー

タ（これを水準超過データ (threshold exceedances or
Peaks Over Threshold)とよぶ）の 2つのタイプが考え
られる．極値理論により，区分最大値データには一般極

値分布を，また水準超過データには一般パレート分布を

適合させる．通常パラメータは最尤法で推定する．一般

に，極値統計学で興味があるのは，一般極値分布や一般
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パレート分布のパラメータではなく，それらの分布の上

側微小確率点（再現レベルとバリューアットリスクとよ

ばれるもの）である．

以下 2節では，2つのタイプの極値データに適合させ
る 2つのタイプの分布について紹介する．3節ではデー
タに一般極値分布と一般パレート分布を適合させる場合

の推測法について述べる．なお，実データ解析や詳しい

文献，ソフトの紹介はスライドで行う．

2 極値理論
分布関数 F を持つ確率変数Xを考える．分布 F から

の確率標本をX1, X2, . . . , Xn とし，極値統計量を

Zn = max{X1, X2, . . . , Xn}

とする．このとき分布 F の上限 (upper boundary) を
xF = sup{x : F (x) < 1} ≤ ∞ とすると，Zn → xF

(n →∞) となる．そこで，Znを規準化した場合の極限

分布を考える．分布F に依存する定数列 an > 0，bn ∈ R
(n = 1, 2, . . .)が存在して，非退化な分布 Gに対して

P

(
Zn − bn

an
≤ x

)
= P (Zn ≤ anx + bn)

= Fn(anx + bn) L→ G(x)

となるとき，Gを極値分布 (exreme value distribution,
EVD) とよぶ．これを記号で F ∈ D(G)と書き，F は



Gの吸引領域に属するという．また，an，bn を基準化

係数という．

よく知られている分布の場合の極値分布について考え

る．分布関数を F，その密度関数を f とする．

例１．標準指数分布 Exp(1)

F (x) = 1− e−x, f(x) = e−x, x ≥ 0.

Fn(x + log n) =
{

1− e−(x+log n)
}n

　　

=
{

1 +
−e−x

n

}n

→ e−e−x

, n →∞.

(−∞ < x < ∞).

an = 1，bn = log nである．

例２．Pareto分布　 (∀α > 0)

F (x) = 1− 1/xα, f(x) = αx−α−1, x ≥ 1.

Fn(n1/αx) =
{

1− 1
(n1/αx)α

}n

=
{

1 +
−x−α

n

}n

→ e−x−α

, n →∞. (x > 0).

an = n1/α，bn = 0である．

例３．ベータ分布　 (∀α > 0)

F (x) = 1−(1−x)α, f(x) = α(1−x)α−1, 0 ≤ x ≤ 1.

Fn(n−1/αx + 1) =
{

1− (−n−1/αx)α
}n

=
{

1 +
−(−x)α

n

}n

→ e−(−x)α

, n →∞. (x ≤ 0).

an = n−1/α，bn = 1 = xF である．

極値分布は（位置と尺度を別として）上の例の 3つの
型になる事が知られている．

定理１． [Fréchet (1927)， Fisher and Tippett (1928)，
Gnedenko (1943);“Trinity Theorem”]　極値分布G(x)
は次の３つの型に限る：

Λ(x) = exp(− exp(−x)), x ∈ R,

Φα(x) = exp(−x−α), x ≥ 0, α > 0,

　Ψα(x) = exp(−(−x)α), x ≤ 0, α > 0.

分布 Λ，Φα，Ψα はそれぞれ Gumbel，Fréchet，（負
の）Weibull分布とよばれる．
極値分布の吸引領域に属するための必要十分条件は次

のようになる：

定理２．[Gnedenko (1943)，de Haan (1970)]
F ∈ D(Φα) ⇐⇒ xF = ∞ and

lim
x→∞

1− F (tx)
1− F (x)

= t−α, ∀ t > 0.

F ∈ D(Ψα) ⇐⇒ xF < ∞ and

lim
x↑xF

1− F (xF − (xF − x)t)
1− F (x)

= tα, ∀ t > 0.

F ∈ D(Λ) ⇐⇒ ∃ s( · ) > 0 s.t.

(∗) lim
x↑xF

1− F (x + ts(x))
1− F (x)

= e−t.

(∗) =⇒
∫ xF

x

(1− F (y))dy < ∞, x < xF .

=⇒ s(x) =
∫ xF

x

1− F (y)
1− F (x)

dy satisfies (∗).

定理１の 3つの極値分布は次の 1つのパラメータ (ξ ∈
R)を持つ分布で表される．これを一般極値 (generalized
extreme value, GEV) 分布とよぶ．

Gξ(x) = exp
{− (1 + ξx)−1/ξ

}
, 1 + ξx > 0,

ここで，ξ = 0の場合は

G0(x) = lim
ξ→0

Gξ(x) = exp{− exp(−x)} = Λ(x)

とする．また，

Φα(x) = G1/α(α(x− 1))， Ψα(x) = G−1/α(α(x + 1))

である．

一般極値分布は最大値安定 (max–stable) 性という性
質を持つ：任意の nに対して An > 0と Bn ∈ Rが存在
して

Gn
ξ (Anx + Bn) = Gξ(x)

となる．この関数方程式の解が定理１の 3つの型の極値
分布になる．

一般極値分布を用いると，

Fn(anx + bn) → Gξ(x).

よって nが十分大のとき，anx + bn = zとおくと

P (Zn ≤ z) = Fn(z) ≈ Gξ

(
z − bn

an

)
.



ここで「Gξ による近似が十分であるためには nがどれ

くらい大きければよいか？」が重要な問題になる．

一方，

Fn(anx + bn) =
[
1− {

1− F (anx + bn)
}]n

=
[
1− n

{
1− F (anx + bn)

}/
n
]n

→ exp
[− lim

n→∞
n
{
1− F (anx + bn)

}]

から，

lim
n→∞

n{1−F (anx+bn)} = − log Gξ(x) = (1+ξx)−1/ξ.

ここで，x = 0とおくと

lim
n→∞

n{1− F (bn)} = 1.

上の 2式の比をとると，

lim
n→∞

n{1− F (anx + bn)}
n{1− F (bn)} = (1 + ξx)−1/ξ.

よって nが十分大のとき，

P (X > anx + bn |X > bn) =
1− F (anx + bn)

1− F (bn)

≈ (1 + ξx)−1/ξ.

すなわち，

P (X − bn ≤ anx |X > bn) ≈ 1− (1 + ξx)−1/ξ.

この右辺の分布

Hξ(x) = 1 + log Gξ(x) = 1− (1 + ξx)−1/ξ

を一般パレート (Generalized Pareto, GP) 分布とよぶ．
よって bn が十分大のとき

P (X − bn ≤ y |X > bn) ≈ Hξ

(
y

an

)
.

ここでも「Hξによる近似が十分であるためには bnがど

れくらい大きければよいか？」が重要な問題になる．

分布 F の条件付き超過分布関数 Fu を

Fu(y) = P (X − u ≤ y |X > u), 0 ≤ y ≤ xF − u

とする．このとき上で述べたことは次のようになる：

定理３．[Pickands (1975)]

F ∈ D(Gξ) ⇐⇒ lim
u→xF

Fu(a(u)y) = Hξ(y),

∀ y ≥ 0, Fu(a(u)y) < 1.

ただし，a( · )は an を連続化した適当な正の関数．

定理２より，裾の重たい分布の t分布や Pareto分布
等は Fréchet分布 (ξ > 0)の吸引領域に属する．裾の確
率が指数的に減少する正規分布，指数分布，ガンマ分布

等は Gumbel 分布 (ξ = 0) の吸引領域に属する．そし
て，上限のあるベータ分布はWeibull分布 (ξ < 0)の吸
引領域に属する．また定理３より，上で述べた分布の十

分大きな値での条件付き超過分布は一般パレート分布

Hξ (ξ > 0，ξ = 0，ξ < 0) で近似出来る．すなわち，一
般極値分布と一般パレート分布は，ξ > 0の場合は裾が
重たい分布に，ξ = 0の場合は裾が軽い分布に，そして
ξ < 0の場合は上限のある分布に対応する．
最小に関しては，

min{X1, X2, . . . , Xn} = −max{−X1,−X2, . . . ,−Xn}

の関係式を利用すれば同様の結果が得られる．

3 推測
極値統計学の目的は，未知の母集団分布の右裾（また

は左裾）の推測である．極値データに対して統計的推測

を行う準備として，まず一般極値分布族と一般パレート

分布族を考える．

定義１．次の分布を一般極値分布といい GEV(µ, σ, ξ)
で表す．

G(z) = exp

{
−

[
1 + ξ

(
z − µ

σ

)]−1/ξ
}

= Gξ

(
z − µ

σ

)
,

1 + ξ(z − µ)/σ > 0.

ただし，Gξ は標準一般極値分布 GEV(0, 1, ξ) の分布
関数．µ ∈ R は位置，σ > 0 は尺度，ξ ∈ R は形状パラ
メータである．

G(z)は，ξ < 0のときはWeibull分布で z < µ−σ/ξ，

ξ = 0 のときは Gumbel分布で −∞ < z < ∞，ξ > 0
のときは Fréchet分布で z > µ− σ/ξ．

標準一般極値分布 Gξ(z) の密度関数は，ξ 6= 0のとき

gξ(z) = (1 + ξ z)−1/ξ−1 exp
{− (1 + ξ z)−1/ξ

}
,

1 + ξz > 0,

で，ξ = 0のとき

g0(z) = exp
{− z − exp(−z)

}
,

−∞ < z < ∞,

となる．図１は一般極値分布 GEV(−2.5, 1,−0.4)（上
限 0），GEV(0, 1, 0)，そして GEV(2.5, 1, 0.4)（下限
0）の密度関数である．



定義２．次の分布を一般パレート分布といい GP(σ, ξ)
で表す．

H(y) = 1−
(
1 + ξ

y

σ

)−1/ξ

= Hξ

( y

σ

)
, 1+ ξy/σ > 0.

ただし，Hξ は標準一般パレート分布 GP(1, ξ) の分布
関数．σ > 0 は尺度，ξ ∈ R は形状パラメータである．

H(y)は，ξ < 0のときはベータ分布で 0 < y < −σ/ξ，

ξ = 0のときはH0(y/σ) = lim
ξ→0

Hξ(y/σ) = 1− e−y/σ よ

り指数分布で 0 < y < ∞，ξ > 0のときは Pareto分布
で 0 < y < ∞．
標準一般パレート分布 Hξ(y) の密度関数は，

hξ(y) =





(1 + ξ y)−1/ξ−1, 1 + ξy > 0, ξ 6= 0,

exp(−y), 0 < y < ∞, ξ = 0,

となる．図２は，標準一般パレート分布 GP(1, ξ)，ξ =
−0.4, 0, 0.4 の密度関数である．

図 1: 一般極値分布 GEV(−2.5, 1,−0.4)（上限 0），
GEV(0, 1, 0)，GEV(2.5, 1, 0.4)（下限 0）の密度関数．

　

図 2: 一般パレート分布 GP(1, ξ)，ξ = −0.4, 0, 0.4 の
密度関数．

3.1 一般極値（GEV)モデル

区分最大値データ {z1, z2, . . . , zn} に一般極値分布
GEV(µ, σ, ξ) を適合させる場合の推測について述べる．

ここでは，母集団分布は一般極値分布の吸引領域に属し

ていると仮定し，最大値データは一般極値分布に従うと

考えている．しかし，「吸引領域に属する」はデータが存

在しない領域に関する仮定で，それをデータから検証す

ることは出来ない．同様の事が一般パレート分布の場合

にも言える．

最尤法
一般極値分布 GEV(µ, σ, ξ)の対数尤度は，ξ 6= 0 の
とき

l(µ, σ, ξ) = −n log σ − (1 + 1/ξ)

nX
i=1

log
h
1 + ξ

“zi − µ

σ

”i

−
nX

i=1

h
1 + ξ

“zi − µ

σ

”i−1/ξ

,

1 + ξ(zi − µ)/σ > 0, i = 1, . . . , n,

で，ξ = 0 のとき

l(µ, σ) = −n log σ−
nX

i=1

“zi − µ

σ

”
−

nX
i=1

exp
n
−
“zi − µ

σ

”o
,

となる．これらの対数尤度を最大にする最尤推定値

(µ̂, σ̂, ξ̂) または (µ̂, σ̂) を求める．

情報行列は次のようになる (Prescott and Walden,
1980)：

n

σ2ξ2




e∗11 e∗12 e∗13
〃 e∗22 e∗23
〃 〃 e∗33


 ,

e∗11 = ξ2p, e∗12 = ξ
{
Γ(2 + ξ)− p

}
,

e∗13 = σξ(p/ξ − q), e∗22 = 1− 2Γ(2 + ξ) + p,

e∗23 = σ

[
Γ(2 + ξ)− 1

ξ
+ q − p

ξ
− 1 + γ

]
,

e∗33 = σ2

[
π2

6
+

(
1− γ +

1
ξ

)2

− 2q

ξ
+

p

ξ2

]
.

ただし (µ, σ, ξ) の順で，Γ( · ) はガンマ関数，Ψ(r) =
d log Γ(r)/dr で p = (1 + ξ)2Γ(1 + 2ξ)，q = Γ(2 +
ξ){Ψ(1 + ξ) + (1 + ξ)/ξ}，γ = 0.5772157... Euler の
定数．

分布族 GEV(µ, σ, ξ)，µ ∈ R，σ > 0，ξ ∈ R は最
尤推定量の漸近理論に関する通常の正則条件を満たして

いない．しかし，ξ > −0.5 の場合は最尤推定量は一致
推定量で漸近正規性を持ち漸近有効推定量になることが

Smith (1985) により示されている．応用上 ξ ≤ −0.5 と
なることは稀で，特に自然現象では −0.5 < ξ < 0.5 と
なることが多いと言われている．したがって，パラメー

タの推定は最尤法で行えばよい．



各最尤推定値の標準誤差の推定値は観測情報行列から

求める方が精度が良い．これから (µ, σ, ξ)の各パラメー
タの信頼区間が求まる．

再現レベル

極値統計学では，次の上側（微少）確率点の推定が目

的の場合が多い．

一般極値分布 GEV(µ, σ, ξ) の 1 − 1/T 確率点 RT，

すなわち

G(RT ) = Gξ

(
RT − µ

σ

)
= 1− 1/T

は次のように表される：

RT =





µ + σ
[{− log(1− 1/T )

}−ξ − 1
]/

ξ, ξ 6= 0,

µ + σ
[− log

{− log(1− 1/T )
}]

, ξ = 0.

この確率点 RT は再現期間 (return period) T の再現レ

ベル (return level) とよばれている．例えば年最大デー
タを扱うとき，再現期間 T = 200 年の再現レベル R200

は 200年に平均 1度超えられる様な（大きな）値と解
釈できる．一般に n ¿ T の場合を考える，これはデー

タの存在しない領域の推測（外挿）になる．

再現レベル RT の最尤推定値は，(µ, σ, ξ) の最尤推
定値を用いて

ẑT =





µ̂ + σ̂
[
y−
bξ

T − 1
]/

ξ̂, ξ̂ 6= 0,

µ̂ + σ̂
[− log yT

]
, ξ̂ = 0,

となる．ただし，yT = − log(1 − 1/T )．また，デルタ
法よりその分散は

V (R̂T ) ≈ ∇RT
T V ∇RT

となる．ここで，V は (µ̂, σ̂, ξ̂)の分散共分散行列で

∇RT
T =

»
∂RT

∂µ
,

∂RT

∂σ
,

∂RT

∂ξ

–

=
h
1, (y−ξ

T − 1)/ξ, σy−ξ
T (− log yT )/ξ − σ(y−ξ

T − 1)/ξ2
i
.

これらを (µ̂, σ̂, ξ̂)で求める．ξ̂ < 0の場合は分布の上
限の推定

R̂∗ = µ̂− σ̂/ξ̂

が重要で，この場合は

∇RT
∗ =

[
1, −1/ξ, σ/ξ2

]

となる．

一般に，ξ や RT の信頼区間はプロファイル尤度から

求めた方が精度が良いことが知られている．

形状パラメータ ξ のプロファイル尤度は，ξ = ξ0 と

して l(µ, σ, ξ0) を µ と σ に関して最大化して求める．

したがって，ξ の 95%の信頼区間は近似的に

{
ξ : 2

{
l(µ̂, σ̂, ξ̂)−max

µ, σ
l(µ, σ, ξ)

} ≤ χ2
1(0.05)

}

=
{
ξ : max

µ, σ
l(µ, σ, ξ) ≥ l(µ̂, σ̂, ξ̂)− 1.921

}

となる．

再現レベル RT のプロファイル尤度を求めるために，

µ = RT − σ
[
y−ξ

T − 1
]
/ξ

とおき，パラメータ (µ, σ, ξ)を (RT , σ, ξ)へ換える．こ
のとき対数尤度 l(RT , σ, ξ) は

−n log σ − (1 + 1/ξ)

nX
i=1

log

»
y−ξ

T + ξ

„
zi −RT

σ

«–

−
nX

i=1

»
y−ξ

T + ξ

„
zi −RT

σ

«–−1/ξ

と表される．これから，RT の 95%の信頼区間は近似
的に

n
RT : 2

n
l( bRT , bσ, bξ)−max

σ, ξ
l(RT , σ, ξ)

o
≤ χ2

1(0.05)
o

=
n

RT : max
σ, ξ

l(RT , σ, ξ) ≥ l( bRT , bσ, bξ)− 1.921
o

となる．

3.2 一般パレート (GP)モデル

ここでは水準超過データ {y1, y2, . . . , yn} に一般パ
レート分布 GP(σ, ξ) を適合させる場合の推測について
述べる．

最尤法

一般パレート分布 GP(σ, ξ)の対数尤度は，ξ 6= 0 の
とき

l(σ, ξ) = −n log σ − (1 + 1/ξ)
n∑

i=1

log(1 + ξ yi/σ),

1 + ξ yi/σ > 0, i = 1, 2, . . . , n,

で，ξ = 0 のとき

l(σ) = −n log σ − 1
σ

n∑

i=1

yi

となる．これらの対数尤度を最大にする最尤推定値 (σ̂, ξ̂)
または σ̂ を求める．

一般パレート分布 GP(σ, ξ)の Fisher情報量行列は

n

(1 + ξ)(1 + 2ξ)

[
(1 + ξ)/σ2 1/σ

1/σ 2

]



となる．したがって ξ > −1/2ならば情報行列は有限で，
最尤推定量は漸近的に分散共分散行列が

Vn =
1
n

[
2σ2(1 + ξ) −σ(1 + ξ)
−σ(1 + ξ) (1 + ξ)2

]

の２変量正規分布に従う（Smith, 1985）．

最尤推定値の分散共分散行列は観測情報行列から求め

た方が精度が良い．

閾値の決定

データに一般パレート分布を適合させるためには閾値

(threshold) の決定が必要である．決定には，次の一般
パレート分布の性質を用いる．

確率変数 Y は一般パレート分布 GP(σ, ξ) に従うと
する．このとき ξ < 1 で平均は存在し

E(Y ) =
∫ ∞

0

(1−H(y))dy =
σ

1− ξ

となる．

v > 0 のとき，条件付き確率変数 Y − v |Y > v の分

布は

P (Y − v > y |Y > v) =
1−H(y + v)

1−H(v)

=

(
1 + ξ(y + v)/σ

)−1/ξ

(
1 + ξv/σ

)−1/ξ

=
(

1 + ξ
y

σ + ξv

)−1/ξ

より，一般パレート分布 GP(σ + ξv, ξ) に従う．同じ形
状パラメータ ξ になることに注意．また

　σ = (σ + ξv)− ξv : 一定

である．

Y の 平均超過 (mean excess) 関数 e(v) は

e(v) = E(Y − v |Y > v)

で定義される．Y − v |Y > v ∼ GP(σ + ξv, ξ) より

e(v) =
σ + ξv

1− ξ
=

σ

1− ξ
+

ξ

1− ξ
v,

となり，これは v の一次関数である．特に，指数分布

（ξ = 0）では e(v)は定数となる．

これらの性質を用いて，次の様な方法で閾値を決定

する．

値 uを動かして，uを超過したデータに一般パレート

分布を適合し形状と尺度パラメータの推定値 (σ̂u, ξ̂u)を

求める．修正尺度の推定値 σ̂ = σ̂u − ξ̂uuと ξ̂u を uに

対してプロットした図で，それより右端では推定値が一

定になっていると見なせる最小の値を閾値とする．

値 uを動かして，uに対して標本平均超過関数を描い

た図で，それより右端が線形と見なせる最小の値を閾値

とする．

バリューアットリスク

極値統計学では次の確率点の推定が目的の場合が多い．

母集団分布 F で

F (VaRp) = 1− p

となる確率点はバリューアットリスク (Value–at–Risk)
とよばれる．これを推定するために母集団分布 F (x)を
次の様に分解する：

F (x) = (1− F (u))Fu(y) + F (u), y = x− u.

適当な条件の下で uを十分大きくとると，Fuは GP分
布 Hξ で近似できる：

F (x) ≈ (1− F (u))Hξ

(
x− u

σ

)
+ F (u).

上式で =として，ζu = 1− F (u)とおくと

VaRp = u +
σ

ξ

{(
ζu

p

)ξ

− 1

}
,

となる．

閾値 uを決定し，閾値を超過するデータでパラメータ

の最尤推定値 (σ̂, ξ̂)を求める．また，ζu は Nu/nで推

定する．ここで nは標本サイズでNuは閾値 uを超過し

たデータ数である．これらを代入して最尤推定値

V̂aRp = u +
σ̂

ξ̂





(
ζ̂u

p

)bξ
− 1



 ,

を得る．

V̂aRp の標準誤差はデルタ法により求める．ここで，

(ζ̂u, σ̂, ξ̂) の分散共分散行列は近似的に

V ∗ =

[
ζ̂u(1− ζ̂u)/n 0T

0 VNu

]

となる．ただし 0T = (0, 0)．これを用いると VaRp の

最尤推定量の分散はデルタ法から次の様に求めることが

できる：

V (V̂aRp) ≈ ∇VaRT
p V ∗∇VaRp,



ただし

∇VaRT
p =

[
∂VaRp

∂ζu
,

∂VaRp

∂σ
,

∂VaRp

∂ξ

]

で，(ζ̂u, σ̂, ξ̂)で評価する．これから信頼区間を求める
ことも出来るが，一般には次のプロファイル尤度を用い

た方が精度が良い．

プロファイル尤度を用いた信頼区間はGEVモデルの
場合と同様に求まる．例えば，ξの 95%信頼区間は近似
的に　

{ξ : max
σ

l(σ, ξ) ≥ l(σ̂, ξ̂)− 1.921}

となる．

一方 VaRp の信頼区間は

σ =
(VaRp − u)ξ
(ζu/p)ξ − 1

として，対数尤度 l(VaRp, ξ)を考える．VaRpを固定し

てmaxξ l(VaRp, ξ)を求めればよい．ここで応用上 ζuの

バラツキは小さいので簡単のために無視している．

4 おわりに
１変量の場合の極値理論とそれに基づく極値に関する

統計的推測について述べた．ここでは紹介しなかったが

「上位 rの極値データ」を用いる手法（高橋・渋谷 (2004)
参照）も応用上よく使われる．極値理論に関しては de
Haan (1970) や Embrechts et al. (2001) が詳しい．ま
た，統計的推測に関しては Coles (2001) や Beirlant et
al. (2004) が詳しい．
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