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そもそも理論は必要？

VC次元とか再生核の理論とか知らなくても SVMは動かせる．

測度論とか知らなくてもノンパラベイズの実装はできる．

そもそも理論家は役に立たない難しい話をこねくり回しているだけでは？
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基礎研究と応用の関係

年代

応用

基礎
（理論）

常に数多の基礎研究が応用化されている
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年代

応用

基礎
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機械学習業界の変遷
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基礎研究と応用の関係

年代

応用

基礎
（理論）

未来の応用につながる基礎研究
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基礎研究と応用の関係

年代

応用

基礎
（理論）

コミュニケーション
言語：数学 ( 理論 )

時に異なるレベル間のコミュニケーションが新しい発見を導く
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歴史にみる成功例

SVM (Vapnik, 1998, Cortes and Vapnik, 1995): VC次元

AdaBoost (Freund and Schapire, 1995): 弱学習機による学習可能性

Dirichlet process (Ferguson, 1973): 確率論，測度論

Lasso (Tibshirani, 1996)

AIC (Akaike, 1974)

圧縮センシング (Candès, Tao and Donoho, 2004)

などなど

大事なのは本質の理解

→新しい手法

(そのための本セッション！)
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より直接的な効能

学習理論を知ることのより直接的な有用性

...1 手法の意味: そもそも何をやっている手法なのか→正しい使い方

...2 手法の正当性: ちゃんとした解が得られるか（「本当に収束するのか」）

...3 手法の最適性: ある尺度に関して最適な手法か→安心して使える
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➀手法の意味: 例. ロス関数の選択

二値判別:
ヒンジロスとロジスティックロス，どちらを使うべき？

min
f

1

n

n∑
i=1

ϕ(−yi f (xi )) (yi ∈ {±1})

...1 両者とも判別誤差を最小化
ϕが凸の時
「ϕは判別一致性をもつ ⇔ ϕが原点で微分可能かつ ϕ′(0) > 0」
(Bartlett et al., 2006)
判別一致性: 期待リスク最小化関数 (argminf E[ϕ(−Yf (X ))]) が Bayes最適．

...2 サポートベクターの数 vs 条件付き確率 p(Y |X )の推定能力

ヒンジ: スパースな解 (条件付き確率は全く推定できない)
ロジスティック: 条件付き確率が求まる (一方，全サンプルがサポートベクター)

「サポートベクターの数と条件付き確率の推定能力との間にはトレードオフ

がある．両者を完全に両立させることはできない．」

(Bartlett and Tewari, 2007)
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➁手法の正当性・➂手法の最適性

2 手法の正当性
例: 一致性

f̂ (推定量)
p−→ f ∗ (真の関数)

3 手法の最適性
収束するとしてその速さは最適？

許容性

minimax性

今日はここらへんを中心に話します．
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.

. 統計的学習理論
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統計的学習理論の立ち位置
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※実際のところ，境界は非常に曖昧．
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（今回お話しする）学習理論 ≈ 経験過程の理論

sup
f∈F

{
1

n

n∑
i=1

f (xi )− E[f ]

}

の評価が重要．
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歴史: 経験過程の理論

1933 Glivenko, Cantelli Glivenko-Catelliの定理
(一様大数の法則)

1933 Kolmogorov Kolmogorov-Smirnov検定
(収束レート，漸近分布)

1952 Donsker Donskerの定理
(一様中心極限定理)

1967 Dudley Dudley積分

1968 Vapnik, Chervonenkis VC次元
(一様収束の必要十分条件)

1996a Talagrand Talagrandの不等式
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問題設定

教師有り学習
教師データ: Dn = {(x1, y1), . . . , (xn, yn)} ∈ (X × Y)n 入力と出力の i.i.d.系列
ロス関数: ℓ(·, ·) : Y × R→ R+ 間違いへのペナルティ

仮説集合 (モデル): F X → Rなる関数の集合

.

...... f̂ : 推定量. サンプル (xi , yi )
n
i=1 から構成される F の元.

抑えたい量 (汎化誤差):

E(X ,Y )︸ ︷︷ ︸
テストデータ

[ℓ(Y , f̂ (X ))]− inf
f :可測関数

E(X ,Y )[ℓ(Y , f (X ))]

汎化誤差は収束する？

その速さは?
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Bias-Varianceの分解

経験リスク: L̂(f ) = 1
n

∑n
i=1 ℓ(yi , f (xi )),

期待リスク: L(f ) = E(X ,Y )[ℓ(Y , f (X ))]

汎化誤差 =L(f̂ )− inf
f :可測関数

L(f )

= L(f̂ )− inf
f∈F

L(f )︸ ︷︷ ︸
推定誤差

+ inf
f∈F

L(f )− inf
f :可測関数

L(f )︸ ︷︷ ︸
モデル誤差

簡単のため f ∗ ∈ F が存在して inf f∈F L(f ) = L(f ∗)とする．

※モデル誤差については今回は触れない．

しかし，モデリングの問題は非常に重要．

Sieve法, Cross validation, 情報量規準, モデル平均, ...

カーネル法におけるモデル誤差の取り扱い: interpolation spaceの理
論 (Steinwart et al., 2009, Eberts and Steinwart, 2012, Bennett and Sharpley, 1988).

以降，モデル誤差は十分小さいとする．
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経験誤差最小化

経験誤差最小化 (ERM):

☆

f̂ = argmin
f ∈F

L̂(f )

正則化付き経験誤差最小化 (RERM):

f̂ = argmin
f ∈F

L̂(f ) + ψ(f )︸︷︷︸
正則化項

RERMに関する研究も非常に沢山ある (Steinwart and Christmann, 2008,

Mukherjee et al., 2002).

ERMの延長線上．
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出発点

ほとんどのバウンドの導出は次の式から始まる:

L̂(f̂ ) ≤ L̂(f ∗) (∵経験誤差最小化)

⇒ L(f̂ )− L(f ∗) ≤ L(f̂ )− L̂(f̂ ) + L̂(f ∗)− L(f ∗)

安易な解析

L(f̂ )− L̂(f̂ )

{
→ 0 (∵大数の法則!!)

= Op(1/
√
n) (∵中心極限定理!!)

楽勝！！！

ダメです

f̂ と教師データは独立ではない

Reminder: L̂(f ) = 1
n

∑n
i=1 ℓ(yi , f (xi )), L(f ) = E(X ,Y )[ℓ(Y , f (X ))]
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なにが問題か？

f
f*

L(f)
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なにが問題か？

f
f*

L(f)

L(f)^

f̂
“たまたま”うまくいくやつがいる (過学習) かもしれない．

実際，F が複雑な場合収束しない例が
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なにが問題か？

f
f*

L(f)

L(f)^

f̂

一様なバウンド

一様なバウンドによって「たまたまうまくいく」が (ほとんど) ないことを保証
それは自明ではない (経験過程の理論)
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一様バウンド

L(f̂ )− L̂(f̂ ) ≤ sup
f∈F

{
L(f )− L̂(f )

}
≤ (?)

一様にリスクを抑えることが重要
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まずは有限から

|F| <∞
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有用な不等式

Hoeffdingの不等式
Zi (i = 1, . . . , n): 独立で (同一とは限らない) 期待値 0の確率変数 s.t.
|Zi | ≤ mi

P

(
|
∑n

i=1 Zi |√
n

> t

)
≤ 2 exp

(
− t2

2
∑n

i=1 m
2
i /n

)

Bernsteinの不等式
Zi (i = 1, . . . , n): 独立で (同一とは限らない) 期待値 0の確率変数 s.t.
E[Z 2

i ] = σ2
i , |Zi | ≤ M

P

(
|
∑n

i=1 Zi |√
n

> t

)
≤ 2 exp

(
− t2

2( 1n
∑n

i=1 σ
2
i +

1√
n
Mt)

)

分散の情報を利用
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有用な不等式: 拡張版

Hoeffdingの不等式 (sub-Gaussian tail)
Zi (i = 1, . . . , n): 独立で (同一とは限らない) 期待値 0の確率変数 s.t.

E[eτZi ] ≤ eσ
2
i τ

2/2 (∀τ > 0)

P

(
|
∑n

i=1 Zi |√
n

> t

)
≤ 2 exp

(
− t2

2
∑n

i=1 σ
2
i /n

)

Bernsteinの不等式
Zi (i = 1, . . . , n): 独立で (同一とは限らない) 期待値 0の確率変数 s.t.
E[Z 2

i ] = σ2
i , E|Zi |k ≤ k!

2 σ
2Mk−2 (∀k ≥ 2)

P

(
|
∑n

i=1 Zi |√
n

> t

)
≤ 2 exp

(
− t2

2( 1n
∑n

i=1 σ
2
i +

1√
n
Mt)

)

(ヒルベルト空間版もある)
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有限集合の一様バウンド 1: Hoeffdingの不等式版

これだけでも知っていると有用．(f ← ℓ(y , g(x))− Eℓ(Y , g(X ))として考える)

F = {fm (m = 1, . . . ,M)} 有限個の関数集合: どれも期待値 0 (E[fm(X )] = 0).

Hoeffdingの不等式 (Zi = fm(Xi )を代入)

P
(

|
∑n

i=1 fm(Xi )|√
n

> t
)
≤ 2 exp

(
− t2

2∥fm∥2
∞

)
.
一様バウンド
..

......

• P
(

max
1≤m≤M

|
∑n

i=1 fm(Xi )|√
n

> max
m
∥fm∥∞

√
2 log (2M/δ)

)
≤ δ

• E
[

max
1≤m≤M

|
∑n

i=1 fm(Xi )|√
n

]
≤ C max

m
∥fm∥∞

√
log(1 +M)

(導出) P

(
max

1≤m≤M

|
∑n

i=1 fm(Xi )|√
n

> t

)
= P

 ∪
1≤m≤M

|
∑n

i=1 fm(Xi )|√
n

> t

 ≤ 2
M∑

m=1

exp

(
−

t2

2∥fm∥2
∞

)
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有限集合の一様バウンド 2: Bernsteinの不等式版

F = {fm (m = 1, . . . ,M)} 有限個の関数集合: どれも期待値 0 (E[fm(X )] = 0).

Bernsteinの不等式

P
(

|
∑n

i=1 fm(Xi )|√
n

> t
)
≤ 2 exp

(
− t2

2(∥fm∥2
L2
+ 1√

n
∥fm∥∞t)

)

.
一様バウンド
..

......

E

[
max

1≤m≤M

|
∑n

i=1 fm(Xi )|√
n

]
≲ 1√

n
max
m
∥fm∥∞ log(1 +M) + max

m
∥fm∥L2

√
log(1 +M)

※ 一様バウンドはせいぜい
√

log(M)オーダで増える．
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有限から無限へ

仮説集合の要素が無限個あったら？

連続濃度をもっていたら？

F = {x⊤β | β ∈ Rd , ∥β∥ ≤ 1} F = {f ∈ H | ∥f ∥H ≤ 1}

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

-6

-4

-2

0

2

4

6
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基本的なアイディア

有限個の元で代表させる

F
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Rademacher複雑さ

ϵ1, ϵ2, . . . , ϵn: Rademacher変数, i.e., P(ϵi = 1) = P(ϵi = −1) = 1
2 .

Rademacher複雑さ

R(F) := E{ϵi},{xi}

[
sup
f∈F

1

n

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

ϵi f (xi )

∣∣∣∣∣
]

対称化:

(期待値) E

[
sup
f∈F

1

n

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

(f (xi )− E[f ])

∣∣∣∣∣
]
≤ 2R(F).

もし ∥f ∥∞ ≤ 1 (∀f ∈ F)なら

(裾確率) P

(
sup
f∈F

1

n

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

(f (xi )− E[f ])

∣∣∣∣∣ ≥ 2R(F) +
√

t

2n

)
≤ 1− e−t .

Rademacher複雑さを抑えれば一様バウンドが得られる！
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Rademacher複雑さの各種性質

Contraction inequality: もし ψが Lipschitz連続なら, i.e.,
|ψ(f )− ψ(f ′)| ≤ B|f − f ′|,

R({ψ(f ) | f ∈ F}) ≤ BR(F).
凸包: conv(F)を F の元の凸結合全体からなる集合とする.

R(conv(F)) = R(F)

特に最初の性質が有り難い．
.

......

|ℓ(y , f )− ℓ(y , f ′)| ≤ |f − f ′|なら，

E

[
sup
f∈F
|L̂(f )− L(f )|

]
≤ 2R(ℓ(F)) ≤ 2R(F),

ただし，ℓ(F) = {ℓ(·, f (·)) | f ∈ F}.

よって F の Rademacher complexityを抑えれば十分！
Lipschitz連続性はヒンジロス, ロジスティックロスなどで成り立つ．さらに y と
F が有界なら二乗ロスなどでも成り立つ．

Reminder: L̂(f ) = 1
n

∑n
i=1 ℓ(yi , f (xi )), L(f ) = E(X ,Y )[ℓ(Y , f (X ))]
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カバリングナンバー

Rademacher complexityを抑える方法．
カバリングナンバー: 仮説集合 F の複雑さ・容量．
.
ϵ-カバリングナンバー
..

......

N(F , ϵ, d)

ノルム d で定まる半径 ϵのボールで F を覆うため
に必要な最小のボールの数．

F

有限個の元で F を近似するのに最低限必要な個数．
.
Theorem (Dudley積分)
..

......

∥f ∥2n := 1
n

∑n
i=1 f (xi )

2 とすると，

R(F) ≤ C√
n
EDn

[∫ ∞

0

√
log(N(F , ϵ, ∥ · ∥n))dϵ

]
.
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Dudley積分のイメージ

R(F) ≤ C√
n
EDn

[∫ ∞

0

√
log(N(F , ϵ, ∥ · ∥n))dϵ

]
.

有限個の元で F を近似する．

その解像度を細かくしていって，似

ている元をまとめ上げてゆくイメー

ジ．

チェイニングという．
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これまでのまとめ

L̂(f̂ ) ≤ L̂(f ∗) (∵経験誤差最小化)

⇒ L(f̂ )− L(f ∗) ≤ L(f̂ )− L̂(f̂ )︸ ︷︷ ︸
これを抑えたい

+ L̂(f ∗)− L(f ∗)︸ ︷︷ ︸
Op(1/

√
n) (Hoeffding)

ℓが 1-Lipschitz (|ℓ(y , f )− ℓ(y , f ′)| ≤ |f − f ′|) かつ ∥f ∥∞ ≤ 1 (∀f ∈ F)のとき,

L(f̂ )− L̂(f̂ ) ≤ sup
f∈F

(L(f )− L̂(f ))

≤ R(ℓ(F)) +
√

t

n
(with prob. 1− e−t)

≤ R(F) +
√

t

n
(contraction ineq., Lipschitz連続)

≤ 1√
n
EDn

[∫ ∞

0

√
logN(F , ϵ, ∥ · ∥n)dϵ

]
+

√
t

n
(Dudley積分).

※カバリングナンバーが小さいほどリスクは小さい→ Occam’s Razor
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例: 線形判別関数

F = {f (x) = sign(x⊤β + c) | β ∈ Rd , c ∈ R}

N(F , ϵ, ∥ · ∥n) ≤ C (d + 2)
(c
ϵ

)2(d+1)

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

-6

-4

-2

0

2

4

6

すると，0-1ロス ℓに対し

L(f̂ )− L̂(f̂ ) ≤ Op

(
1√
n
EDn

[∫ 1

0

√
logN(F , ϵ, ∥ · ∥n)dϵ

])
≤ Op

(
1√
n

∫ 1

0

C
√
d log(1/ϵ) + log(d)dϵ

)
≤ Op

(√
d

n

)
.
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例: VC次元

F は指示関数の集合: F = {1C | C ∈ C}.
C はある集合族 (例: 半空間の集合)

細分: F がある与えられた有限集合 Xn = {x1, . . . , xn}を細分する
⇔ 任意のラベル Yn = {y1, . . . , yn} (yi ∈ {±1})に対して Xn を F が正しく
判別できる．

VC次元 VF : F が細分できる集合が存在しない nの最小値.

N(F , ϵ, ∥ · ∥n) ≤ KVF (4e)
VF

(
1

ϵ

)2(VF−1)

⇒汎化誤差 = Op(
√

VF/n)

http://www.tcs.fudan.edu.cn/rudolf/Courses/Algorithms/Alg_ss_07w/Webprojects/Qinbo_diameter/e_net.htm から拝借

VC次元有限が一様収束の必要十分条件 (一般化 Glivenko-Cantelli 定理の必要十分条件)
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例: カーネル法
F = {f ∈ H | ∥f ∥H ≤ 1}

カーネル関数 k
再生核ヒルベルト空間H
k(x , x) ≤ 1 (∀x ∈ X )を仮定, e.g., ガウスカー
ネル.

直接 Rademacher複雑さを評価してみる．∑n
i=1 ϵi f (xi ) = ⟨

∑n
i=1 ϵik(xi , ·), f ⟩H ≤ ∥

∑n
i=1 ϵik(xi , ·)∥H∥f ∥H

≤ ∥
∑n

i=1 ϵik(xi , ·)∥H を使う．

R(F) = E

[
sup
f∈F

|
∑n

i=1 ϵi f (xi )|
n

]
≤ E

[
∥
∑n

i=1 ϵik(xi , ·)∥H
n

]

= E


√∑n

i,j=1 ϵiϵjk(xi , xj)

n

 ≤
√
E
[∑n

i,j=1 ϵiϵjk(xi , xj)
]

n
(Jensen)

=

√∑n
i=1 k(xi , xi )

n
≤ 1√

n
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例: ランダム行列の作用素ノルム

A = (aij): p × q行列で各 aij は独立な期待値 0かつ |aij | ≤ 1なる確率変数．
Aの作用素ノルム ∥A∥ := max

∥z∥≤1
z∈Rq

∥Az∥ = max
∥w∥≤1,∥z∥≤1
w∈Rp ,z∈Rq

w⊤Az .

F = {fw ,z(aij , (i , j)) = aijwizj | w ∈ Rp, z ∈ Rq} ⇒ ∥A∥ = sup
f∈F

∑
i,j

f (aij , (i , j))

n = pq個のサンプルがあるとみなす．
∥fw ,z − fw ′,z′∥2n = 1

pq

∑p,q
i,j=1 |aij(wizj − w ′

i z
′
j )|2 ≤ 2

pq (∥w − w ′∥2 + ∥z − z ′∥2)

∴ N(F , ϵ, ∥ · ∥n)

{
≤ C (

√
pqϵ)−(p+q), (ϵ ≤ 2/

√
pq),

= 1, (otherwise).

.

......
E

[
1

pq
sup
w ,z

w⊤Az

]
≤ C
√
pq

∫ 1√
pq

0

√
(p + q) log(C/

√
pqϵ)dϵ ≤

√
p + q

pq

よって，Aの作用素ノルムは Op(
√
p + q).

→ 低ランク行列推定, Robust PCA, ...
詳しくは Tao (2012), Davidson and Szarek (2001)を参照．
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例: Lassoの収束レート

デザイン行列 X = (Xij) ∈ Rn×p. p (次元)≫ n (サンプル数).
真のベクトル β∗ ∈ Rp: 非ゼロ要素の個数がたかだか d 個 (スパース).

モデル : Y = Xβ∗ + ξ.

β̂ ← argmin
β∈Rp

1

n
∥Xβ − Y ∥22 + λn∥β∥1.

.
Theorem (Lassoの収束レート (Bickel et al., 2009, Zhang, 2009))
..

......

デザイン行列が Restricted eigenvalue condition (Bickel et al., 2009)かつ

maxi,j |Xij | ≤ 1を満たし，ノイズが E[eτξi ] ≤ eσ
2τ 2/2 (∀τ > 0)を満たすなら, 確

率 1− δで
∥β̂ − β∗∥22 ≤ C

d log(p/δ)

n
.

※次元が高くても，たかだか log(p)でしか効いてこない．実質的な次元 d が支
配的．
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log(p)はどこからやってきたか？

有限個の一様バウンドからやってきた．

1

n
∥X β̂ − Y ∥22 + λn∥β̂∥1 ≤

1

n
∥Xβ∗ − Y ∥22 + λn∥β∗∥1

⇒ 1

n
∥X (β̂ − β∗)∥22 + λn∥β̂∥1 ≤

2

n
∥X⊤ξ∥∞︸ ︷︷ ︸
これ

∥β̂ − β∗∥1 + λn∥β∗∥1

1

n
∥X⊤ξ∥∞ = max

1≤j≤p
|1
n

n∑
i=1

Xijξi |

Hoeffdingの不等式由来の一様バウンドにより, 確率 1− δで

max
1≤j≤p

|1
n

n∑
i=1

Xijξi | ≤ σ
√

2 log(2p/δ)

n
.
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Talagrandの concentration inequality

汎用性の高い不等式．

.
Theorem (Talagrand (1996b), Massart (2000), Bousquet (2002))
..

......

σ2 := supf∈F E[f (X )2], Pnf := 1
n

∑n
i=1 f (xi ), Pf := E[f (X )]とする.

P

[
sup
f∈F

(Pnf − Pf ) ≥ C

(
E

[
sup
f∈F

(Pnf − Pf )

]
+

√
t

n
σ +

t

n

)]
≤ e−t

Fast learning rateを示すのに有用．
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その他のトピック

Johnson-Lindenstraussの補題 (Johnson and Lindenstrauss, 1984, Dasgupta
and Gupta, 1999)
n個の点 {x1, . . . , xn} ∈ Rd を k 次元空間へ射影する. k ≥ cδ log(n) なら, k
次元へのランダムプロジェクション A ∈ Rk×d (ランダム行列) は

(1− δ)∥xi − xj∥ ≤ ∥Axi − Axj∥ ≤ (1 + δ)∥xi − xj∥

を高い確率で満たす．

→ restricted isometory (Baraniuk et al., 2008, Candès, 2008)

Gaussian concentration inequality, concentration inequality on product
space (Ledoux, 2001)

sup
f∈F

1

n

n∑
i=1

ξi f (xi ) (ξi :ガウス分布など)

Majorizing measure: ガウシアンプロセスにまつわる上界, 下界 (Talagrand,
2000).
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Op(1/
√
n)オーダより速いレートは示せる？
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ロス関数の強凸性を積極的に利用

f
f*

L(f)

f̂

一様なバウンド

ロスの強凸性を使うと f̂ の存在範囲が制限される→よりきついバウンド
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ロス関数の強凸性を積極的に利用

f

L(f)

f̂

一様なバウンド

同じ論理を何度も適用させることによって f̂ のリスクが小さいことを示す．
f̂ が f ∗ に近いことを利用→ “局所”Rademacher複雑さ
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局所Rademacher複雑さ

.

...... 局所 Rademacher複雑さ: Rδ(F) := R({f ∈ F | E[(f − f ∗)2] ≤ δ}).

次の条件を仮定してみる.

F は 1で上から抑えられている: ∥f ∥∞ ≤ 1 (∀f ∈ F).
ℓは Lipschitz連続かつ強凸:
E[ℓ(Y , f (X ))]− E[ℓ(Y , f ∗(X ))] ≥ BE[(f − f ∗)2] (∀f ∈ F).

.
Theorem (Fast learning rate (Bartlett et al., 2005))
..

......

δ∗ = inf{δ | δ ≥ Rδ(F)}とすると，確率 1− e−t で

L(f̂ )− L(f ∗) ≤ C
(
δ∗ +

t

n

)
.

δ∗ ≤ R(F)は常に成り立つ (右図参照).
これを Fast learning rateと言う．

R±(F)

±

±±*
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Fast learning rateの例

logN(F , ϵ, ∥ · ∥n) ≤ Cϵ−2ρ のとき，

Rδ(F) ≤ C

(
δ

1−ρ
2

√
n
∨ n−

1
1+ρ

)
,

が示され，δ∗ の定義から確率 1− e−t で次が成り立つ:

L(f̂ )− L(f ∗) ≤ C
(
n−

1
1+ρ +

t

n

)
.

※ 1/
√
nよりタイト！

参考文献

局所 Rademacher複雑さの一般論: Bartlett et al. (2005), Koltchinskii (2006)

判別問題, Tsybakovの条件: Tsybakov (2004), Bartlett et al. (2006)

カーネル法における fast learning rate: Steinwart and Christmann (2008)

Peeling device: van de Geer (2000)
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最適性

ある学習方法が「最適」とは？

どの学習方法もデータの分布に応じて得意不得意がある．

「この場合はうまくいくがこの場合はうまくいかない」

主な最適性の規準

許容性

常に性能を改善させる方法が他にない．

minimax最適性
一番不得意な場面でのリスクが最小．
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許容性

分布のモデル: {Pθ|θ ∈ Θ}
Pθ における推定量 f̌ のリスクの期待値:

L̄θ(f̌ ) := EDn∼Pθ
[E(X ,Y )∼Pθ

[ℓ(Y , f̌ (X ))]]

.
Definition (許容性)
..

......

f̂ が許容的 (admissible)
⇔ L̄θ(f̌ ) ≤ L̄θ(f̂ ) (∀θ ∈ Θ)かつ, ある θ′ ∈ Θで L̄θ′(f̌ ) < L̄θ′(f̂ )なる推定量 f̌ が
存在しない．

θ

¹Lµ(·f )

¹Lµ(f̂ )

θ

¹Lµ(f̂ )
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例

簡単のためサンプル Dn = {(x1, . . . , xn)} ∼ Pn
θ から Pθ (θ ∈ Θ)を推定する問題

を考える．

一点賭け: ある θ0 を常に用いる．その θ0 に対する当てはまりは最良だが他
の θには悪い．

ベイズ推定量: 事前分布 π(θ), リスク L(θ0, P̂)

P̂ = argmin
P̂:推定量

∫
EDn∼Pθ0

[L(θ0, P̂)]π(θ0)dθ0.

二乗リスク L(θ, θ̂) = ∥θ − θ̂∥2: θ̂ =
∫
θπ(θ|Dn)dθ (事後平均)

KL-リスク L(θ, P̂) = KL(Pθ||P̂): P̂ =
∫
P(·|θ)π(θ|Dn)dθ (ベイズ予測分布)

ベイズ推定量の定義より，リスク L(θ, P̂)を常に改善する推定量は存在し
ない．
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minimax最適性

.
Definition (minimax最適性)
..

......

f̂ が minimax最適

⇔ max
θ∈Θ

L̄θ(f̂ ) = min
f̌ :推定量

max
θ∈Θ

L̄θ(f̌ )．

学習理論では定数倍を許すことが多い: ∃C で

max
θ∈Θ

L̄θ(f̂ ) ≤ C min
f̌ :推定量

max
θ∈Θ

L̄θ(f̌ ) (∀n).

そういう意味で「minimaxレートを達成する」と言ったりする．

θ

¹Lµ(f̂ )
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minimaxレートを求める方法

Introduction to nonparametric estimation (Tsybakov, 2008)に詳しい記述.

F を有限個の元で代表させ，そのうち一つ最良なものを選ぶ問題を考える．
(もとの問題より簡単→リスクの下限を与える)

{f1, . . . , fMn} ⊆ F

F

fjεn

個数Mn と誤差 εn のトレードオフ: Mn が小さい方が最適な元を選ぶのが簡単に

なるが誤差 εn が大きくなる.

cf. Fanoの不等式, Assouadの補題.
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スパース推定のminimaxレート

.
Theorem (Raskutti and Wainwright (2011))
..

......

ある条件のもと，確率 1/2以上で，

min
β̂:推定量

max
β∗:d-スパース

∥β̂ − β∗∥2 ≥ C
d log(p/d)

n
.

Lassoは minimaxレートを達成する ( d log(d)
n の項を除いて)．

この結果をMultiple Kernel Learningに拡張した結果: Raskutti et al. (2012),
Suzuki and Sugiyama (2012).
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ベイズの学習理論

ノンパラベイズの統計的性質

教科書: Ghosh and Ramamoorthi (2003), Bayesian Nonparametrics.
Springer, 2003.

収束レート

一般論: Ghosal et al. (2000)
Dirichlet mixture: Ghosal and van der Vaart (2007)
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PAC-Bayes

L(f̂π) ≤ infρ
{∫

L(f )ρ(df ) + 2
[
λC2

n
+

KL(ρ||π)+log 2
ϵ

λ

]}
(Catoni, 2007)

元論文: McAllester (1998, 1999)

オラクル不等式: Catoni (2004, 2007)

スパース推定への応用: Dalalyan and Tsybakov (2008), Alquier and Lounici
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まとめ

一様バウンドが重要

sup
f∈F

{
1

n

n∑
i=1

ℓ(yi , f (xi ))− E[ℓ(Y , f (X ))]

}

Rademacher複雑さ

カバリングナンバー

仮説集合が単純であればあるほど，速い収束．

最適性規準

許容性

minimax最適性

f
f*

L(f)

L(f)^

f̂

一様なバウンド
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